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LISTE 

DES 

PRÉSIDENTS  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE, 

DEPUIS    SA    FONDATION. 


MM 


1873 

CHASLF.S. 

1874 

LAFFON  DE  LADÉBAT. 

1875 

BIEXAYMÉ. 

1876 

DE  LA  GOURNERIE. 

1877 

MANNHËM. 

1878 

DARBOUX. 

1879 

0.  BONNET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

LAGIERRE. 

1882 

HALPHEN, 

1883 

ROUCHÉ. 

1884 

PICARD. 

1885 

APPELL. 

1886 

P01NCARÉ. 

1887 

FOl'RET. 

1888 

LAISANT. 

1889 

ANDRÉ. 

1890 

I1AT0N  DE  LA  G01P1LL1ÈRE 

ÉTAT 


DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 


AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE   1890  ('). 


Membres  honoraires  du  Bureau 


MM.  BERTRAND. 
CREMONA. 
BERMITE. 

TCHÉBICHEFF. 


Président MM.  HATON  DE  LA    GOUPILLIERE. 

i      COLLIGNON. 

.,.„..,,  )      DE  COMBEBOUSSE. 

Vice-Présidents   •       mr-z-ix-T-T 

i      PICQLE1. 

f      VICAIRE. 

c       ...  (       HUMBERT. 

Secreta,reS 1      KOENIGS. 

„.       c       .     .  (       CARVALLO. 

Vice-Secrétaires RAFFV 

Archiviste D  OCAGNE 

Trésorier CLAUDE-LAFONTAINE. 

/       ANDRÉ,  1893. 
APPELL,  1891. 
CLAYEDX,   1892. 
DARBOUX,  1891. 
FOTJRET,   1893. 
COURSAT,  1892. 
JORDAN.   1892. 
FAISANT.  1892. 
MANNHEIM,  1891. 
PICARD.    1891. 
POINCARÉ,  1893. 
BOUCHE,   1893. 


Membres  du  Conseil(2). 


(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  pries  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  Faire  à  cotte  liste. 

(3)  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 


Date 

de 

I  admission 

1872.       AITIARD,   directeur  de  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière,  rue  de  la 
Terrasse,  6  bis,  à  Paris. 
U.IUUUM  (  ML-L.),  professeur  à  l'Université,  t\,  Salita  Banditore,  à  Palerme  (Italie). 
1881.      AMIGl'ES,  professeur  au  lycée,  boulevard  du  .Musée,  66,  à  .Marseille  (  Bouches-du-Rhône). 
1872.       AXDRE  [Désiré  .  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  17,  à  Paris. 
1879.      AI'PF.LL.  professeur  à  la  Faculté  des  sciences,  rue  Le  Verrier,  6,  à  Paris. 
1884.      AltMUD.  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Nice  (Alpes-Maritimes). 
|N7'2.      AR0\  (Henri',  banquier,  rue  du  Quatre-Septembre,  18,  à  Paris. 

1881.  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Bonne,  h  Grenoble  (Isère). 

1882.  MITONNE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  place  d'Helvétie,  7,  à  Lyon  (Rhône). 
1SSS.       BAPST  (Germain),  faubourg  Saint-Honoré,  2i5,  à  Paris. 

I!\l!l!l  Kl  \  \.  ingénieur  topographe,  à  San-Salvador. 

1889.  BBMIN  (Maurice),  boulevard  Saint-Germain,  63. 

187  i.       BE\0IST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Châtelel,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (  Saône- 

et-Loirc),  S.  P.  ('). 
1875.      BERDELLE  ,  ancien  garde  général  des  forets,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1^7.1.      DKItTItAM)  (Joseph),   secrétaire   perpétuel  de  l'Académie   des  Sciences,  membre    de 
l'Académie  française,  rue   de  Tournon,  4,  à  Paris. 

1887.      BEVEXS  (Ignacio),  capitaine  du  Génie,  5,  Santa  Inès,  à  Cadix  (Espagne). 

1872.      BIE.VAYHE  (Arthur),  directeur  des  constructions  navales,  au  Ministère  de   la  Marine, 
à  Paris. 

1872.  BIENAYMÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

In:ss-       BIOCHE,  professeur  au  Lycée  Michelet,  34,  rue  de  Madame,  à  Paris,  S.  P. 
1875.      BISCIIOFFSHEIH,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

1890.  BJERKNEES,  5,  rue  des  Carmes,  à  Paris. 

1881.      BOM'.OliPAGM  (le  prince  Balthasar),  palais  Piombino,  place  Colonna,  à  Rome  (Italie). 

1879.  IKMKillAIIItl ,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé),  S.  P. 

Is73.       ROTI.AXfiER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Constantine,  101,  à  Mustapha  inférieur 
(Algérie). 

1880.  BRAILT  (A.),  362,  boulevard  de  Toulouse,  à  Bordeaux  (Gironde). 

ls7i.      BRIOS!  III,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan 
(Italie). 

1*7.!.      DRISSE  (Ch.),   répétiteur  à  l'École  Polytechnique,    18,    rue  Vauquelin,  à  Paris. 

1873.  BROCARD,  chef  de  bataillon  du  Génie,  à  Valence  (Drôme). 

1886.      BRINEL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

CA\ET  (Gustave),  ingénieur  civil,  directeur  de  l'artillerie  à  la  Société  des  Forges  delà 

Méditerranée,  avenue  de  Malakoff,  91,  à  Paris.  S.  P. 
CARON,  professeur  de  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  82,  à  Paris. 
18H7.      CARVALI.O,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  19,  villa  Saïd,  Passy-Paris. 

1  ISI 11     John  ,  professeur  à  l'i  niversité  catholique  de  Dublin,  Stephens  Green,  S(>, 

à  Dublin  ( Grande -Brel agne  . 
CASPABY,  professeur  au  Collège  Humboldt,  a  Berlin  (Allemagne). 
I87.'i.      CATALAN,  professeur  émérite  a  l'i  Diversité,  ïi,  eue  des  Éburons,  à  Liège  (Belgique). 


1       inilialei  s    p.  désignent  les  Sociétaires  perpétuels. 


—    IV    — 
Date 
de 
l'admission. 

1887.  CERKUTI,  professeur  à  l'Université,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CHAILAX  (Edouard),  rue  Berthollet,  \\,  à  Paris. 

1872.  CHASIjES,  membre  de  l'Institut  (décédé),   S.  P. 

1881.  CHEMIN,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  de  l'Aima,  12,  à  Paris. 

1884.  CHRYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1873.  C1YIALE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 
1875.  CLACDI-IAFONTAME,  banquier,  rue  de  Trévise,  3a,  à  Paris,  S.  P. 

1872.       CLAYEUX,  intendant  divisionnaire  en  retraite,  avenue  deCliehy,  52,  h  Paris. 

1872.      COLLIGXOX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  28,  à  Paris. 

1875.  COMBEROliSSE  (de),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 
rue  Saint-Lazare,  9,4,  à  Paris. 

1872.  COUliCELLES,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  36,  vue 
Gay-Lussac,  à  Paris. 

1884.  CRAIG  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (  États-Unis  d'Amé- 

rique ). 

1877.      CREMOXA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome 

(Italie). 

1880.  CRETIN,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Val-de-Gràce,  9,  à  Paris. 

1872.  DARBOUX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre  de  l'Institut,  rue  Gay-Lussac, 
36,  à  Paris. 

1885.  DAITHEYILLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  DEFFORGES,  chef  de  bataillon  d'infanterie,  attaché  à  l'Etal-major  du  Ministre  de  la 

Guerre,  boulevard  Latour-Maubourg,  !\\,  à  Paris. 

1882.  DELANYOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  à  Guéret  (Creuse). 
1885.      DEMARTRES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1883.  DERIYTS,  docteur  es  sciences,  chargé  de  Cours  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35, 

à  Liège  (Belgique). 

1872.  DEWU1.F,  Général  de  brigade  commandant  le  Génie  de  la  ioe  région,  2,  boulevard 
Rabuteau,  à  Marseille  (  Bouches-du-Rhône). 

1882.  DREYFUS  (Camille),  député,  rue  de  l'Université,  19.Î,  à  Pans. 

188G.  DIYCVY,  assistant  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique  |. 

1872.  DURRANDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 
1885.  DYCK  (Walther),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière  . 

1881.  ESCARY,  professeur  au  Lycée  à  Constantine  (Algérie). 

1873.  FABRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Trudaine,  26,  à  Paris. 
1888.  FABRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 
1885.  FERRAZ,  professeur  au  Lycée,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1885.      FIELDS  (John),  professeur  à  Hamiltou  (Canada). 

1882.  FLEl'REAl',  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  au  Puy  (Haute-Loire). 

1881 .  FLOQIET,  professeurà  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert.  17,  à  Nancyl  Meurthe- 
et-Moselle). 

1872.      FI.YE  SAINTE-VARIE,  répétiteur  h  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sommerard,  12,  à  Pans. 

188!).      FflLCHÉ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufflot,  5,  à  Paris. 

[872.  F01RET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  Washington,  16,  à 
Paris,  S.  P. 

1872.  GARIEL,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine. 
rue  Jouflroy.  3q,  il  Paris. 


de 
l'admission 

1872.      GAI  rfllER-VILLARS,  éditeur,  quai  dos  Grands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 

GENTT,  ingénieur  en  ehel  des  Ponts  el  Chaussées,  à  Oran  (Algérie). 
1889.      GE0RG1AN,  rue  Vauquelin,  3,  à  Paris. 

GEROKO,  ancien  professeur  de  mathématiques,  rue  Halle,  3a  et  34,  à  Paris. 

1872.      GOFFART,  >.  rue  Nollet,  Paris. 

1881.      GOIRSAT,  maître  de  Conférencesà  l'Ecole  Normale  supérieure,  83,  rue  Denfert-Roche- 
reau,  a  Paris. 

1872.  GltAIMIOIMJE,  professeur  à   l'I  niversité,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Belgique). 

1881.  GROEY,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon  (Doubs). 

1880.      GDGGIA  1  Jean  ),  professeui  àl'l  niversité,  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Païenne  (Sicile). 
Issl        (ilVTIIEK  (Dr  Sigismond  ),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière), 
fin 01',  capitaine  de  frégate,  i3,  rue  de  l'Université,  à  Paris. 

1873.  HAAG,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  el  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin,  1 ,  à  Paris. 

1882.  IIAItICII,  directeur  de  l'École  des  mines,  à  Lima  (Pérou). 

1872.      HALPIEN,  membre  de  l'Institut  (décédé).  S.  P. 

1872.      IIAT0\  DE  LA  GODPiLLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  Mines,  direc- 
teur de  l'Ecole  des  Mines,  60,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris,  S.  P. 

1872.      IIKXHY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  el  Chaussées,  à  Privas    Ardèche). 

1882.      IIE.Mtï  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  2,  rue  Jean-de-Beauvais,  à  Paris. 

1872.  BERHARY,  lieutenant-colonel  d'Artillerie  à  la  Commission  d'expériences,  à  Calais. 

1873.  D'ERMITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne. 2,  à  Paris,  S.  P. 

1875.       IIIIIST,   Mhenaeum  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

1*7'.).      HOLST  (Elling  ,  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  \g,  à  Christiania  (Norvège). 

1872.      IIOiTilliWT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  <^K.  à  Paris. 

1872.      IIIGO  ;  Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  îles  Saints-Pères, 

1  î .  a   Paris. 

1880.  Hl.YlliEKT.  ingénieur    des    Mines,    répétiteur   à    l'École  Polytechnique,    16,  boulevard 

Malesberbes,  à  Paris. 

1887.      IliltAIIHI  EFFENDI,  professeur  de  Mathématiques  à  l'École  impériale  civile  de  Médecine, 
à  Constantinople  (Turquie). 

1881.  IMIŒIt,  professeur  à  l'École  Colbert,  27,  rue  Châleau-Landon,  à  Paris. 
1887.      ISSALY  (l'abbé),  boulevard  de  Caudéran,  365,  à  Bordeaui  (Gironde). 

I\\l\,  chef  d'escadron  au  17''  régiment  d'Artillerie,  à  la  Fère  (  Visne). 

1872.     JAVARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  1,  à  Paris. 

I,      JONQOIÈRE    Alfred),  Docteur  eu  Philosophie.  10,  rue  Fédérale,  ii  Heine  (Suisse). 

1s72.      JOIIHW,  membre  de  l'Institut,  professeur  ■<  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varenne,  48, 
..  Paris,  S.  P. 

JODFFRET,  lieutenant-colonel  d'Artillerie,  à  Bourges  (  Cher). 

JUNG,  professeur   a    l'Institut  technique  supérieur,  7,  via   Principe    Umberto,  à    Mi- 
lan  <  Italie). 

Ml\n.s,  maître  de  conférences  a  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  de  Port-Royal, 
7  •.  a  Paris. 

MUT.  .k  /„,.  me  Denfert-Rochereau,  a  Paris. 

Ikk,'.      K0VALEWSK1   (M«    10    ,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suéde 


Il, Ile 

île 

l'admission. 

1882.  KRONECKER  |  I)1  Léopold),  professeur  a  l'Université,  Bellevuestrasse,  i  :,  '■<  Berlin  I  Ule 

magne  ). 

1881.  LAGOR, professeur  de  Mathématiques,  ro,  rue  Stanislas,  à  Paris 
187'2.  LAFFORi  M  LADÉBAT,  vice-amiral  (décédé),  S.  P. 

1890.  LAGEKBORG  (Mu-),  18  bis,  rue  Denfert-Rochereau,  a  Paris. 

1873.  liAISAÏVT,  députe,  docteur  es  sciences,  avenue  Victor  Hugo,   i(i>,  à  Paris. 

1875.  LAQUIERE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Palestro  (département  d'Alger). 

1873.  IiAUTII,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1SSI  .  LAYKISSlÈRE,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

1880.  LEAUTE,  directeur  des  études  à  l'école  M  ou  go,   i  \  i ,  boulevard  Malesherbes,  à  Paris. 

1872.  LEMOIXE  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAIGE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  21,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  LE  PONT,  247,  rue  Saint-Jacques,  à  Paris. 

1872.  LESPIAULT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1882.  LKVY  (Léon),  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  9,  à  Paris. 

1882.  LÉVY  (Lucien),  directeur  des  Études  de  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  rue 
Valette,  à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),   membre  de  l'Institut,  ingénieur   en    chef  des  Ponts   et   Chaussées, 

professeur  au  Collège  de   France,  boulevard  Saint-Germain,  258,  à  Paris. 
1875.      LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Boeage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LIGU1\E,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.  L1NDEMAXX,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  à  Kœnigsberg  (Alle- 
magne). 

1886.  LIOUYILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 
6  bis,  à  Paris. 

1880.  LORIN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré.  iXfi.   à 

Paris. 

1872.  LUCAS  (Edouard),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  1. 
rue  Boutarel,  à  Paris. 

1888.  LUCAS  (Félix),  ingénieur  en    chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue   du  Trocadéro,  19. 

à  Paris. 

1886.  LYOX,  étudiant  en  Mathématiques,  au  bureau  de  M.  le  Baron  de  Gunsbourg,  à  Saint- 
Pétersbourg. 

1882.  MACE  DE  LEPIXAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  boule- 
vard Saint-Michel,  i4,  à  Paris. 

1872.      H1ALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  !\\,  à  Paris. 

1875.      MALLOIZEL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,   17.  à  Paris. 

1872.  MAXXUEIM,  colonel  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe, 
11,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

1872.  MARS1LLY  (le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre  (Yonne). 

1884.  MARTIN  (Artemas),  U.  S.  Coast  and  géodésie  Survey  Office,  Washington  D.  C.  (Etats- 
Unis  d'Amérique). 

1889.  MARTIX,  ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique,  professeur  de  Mathématiques,  60,  rue 

Lhomond,  à  Paris. 

1873.  MATHIEU  (Emile),  professeur   à   la  Faculté  des  Sciences,   quai  Claude-le  Lorrain,  20,  à 

Nancy  (  Meurthe-et-Moselle). 

1886.      MAXIMOVITCII  (Vladimir),  professeur  à  l'Université,  8,  rue  Timoficoska,  àKiew  (Russie). 
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t  Admission 

[889.      MIXIH/.UIVI.  TANBOREL    DE),  membre  delà  Société  tle  Géographie  de  Mexico,  i"  de  Cora, 
n°  i  i/a,  Orizaba  [Mexique). 

i.      MERf.EREAF,  licencié  es  sciences,  boulevard  Saint-Michel.  121.  à  Paris.  S.  P. 
1873.      MITTAG-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1S7"2.       MOI  TARD,  inspecteur  général  dos  Mines,  examinateur  des  élèves  à  l'Ecole  Polytechnique, 
rue  du  \  al-de-Grâee,  9,  à  Paris. 

1888.       HHH9F1DIYA1   (Asutosh),  professeur  de  Mathématiques,  77,  Russa  Koad,  Norlh  Bho- 
Wanipore,  à  Calcutta  (Inde). 

lss").       XEIBERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

1882.       OCAGXE  (n'),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Pontoise  (Seine-et-Oise). 

1873.  0V1D10    Eiuieo  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 

1888.       PAPEL1ER  (Georges),  professeur  de  Mathématiques 'spéciales  au  Lycée  d'Orléans,  quai 
Barrentin,  22,  à  Orléans  (  Loiret  ). 

1884.       PARAF,  agrégé  des  Sciences  mathématiques,  maître   de   conférences  à  la  Faculté  des 
Sciences,  69,  rue  du  Faubourg-Stanislas,     Nancy    (Meurthe-et-Moselle). 

1S72.       PARMEXTIER  (le  général),  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRW,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1882.       PATIRET,  ancien  élève   de  l'École  Polytechnique,  à  Valegnat,  par  Bellenaves  (Allier). 
ISS'i.      PAIT0XN1ER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame-des-Chainps, 

19,  à  Paris. 
1881.       PELI.ET,  professeur   à   la  Faculté  des  Sciences,   rue  Blatin,   îr,  a  Clermont-Ferrand 

(  Puy-de-Dôme). 
PELLETREAt,  ingénieur  des   Ponts  et  Chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 

1874.  PERC1N,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  commandant  le  4e  bataillon  de  forteresse,  a  Ver- 

dun (Meuse). 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (Etats-Unis  d'Amérique),  S. P. 

1873.  PERRIN,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Erpell,  5,  au  Mans  (Sarthe),  S.  P. 
1887.      PEZZO  (del),  professeur  à  l'Université,  7"),  via  Gennaro  Serra,  à  Naples  (  Italie). 
1873.       PHIEIPPOX,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 

1879.      PICARD  (Emile),   membre  de  l'Institut,  professeur  à   la  Faculté  desSciences,  rue  de 

la  Sorbonne,    2,  à  Paris. 

1872.       PICQl'ET,  chef  de   bataillon    du   Génie,    examinateur  d'admission   à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  Bara,  9,  à  Paris. 

1882.  POIXCARE ,   membre  de   l'Institut,  ingénieur  des   Mines,   professeur  à   la   Faculté  des 

Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris,  S.  P. 

POKORXY  'Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 

1872.  P0L1SNAC (prince  C.  de),6,  cité  Odiot,  rue  Washington,  à  Paris,  S.   P. 

1877.  POISSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers  (  Vienne). 

1877.  PRESLE  (de),  sous-intendant  militaire  en  retraite,  rue  Mouçc,  82,  à  Paris. 

1884.  POCGIABELLl,  répétiteur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  '|'i.  ■  Paris. 

.'.  l'ITZtle   général),  rue  Saint-Méry,  9S.  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 

1872.  HUi\l,  rué  deTournon,  1a,  a  Paris. 

1883.  It  \  F  F  X ,  maître  de  conférences  a  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Saint-Michel,  gq 

:i  Paris. 
1x7.'..      II\X(.î      ni  |,    administrateur   de    la    Compagnie    d'assurances    le   Soleil,    rue    For- 
luny,  5    a  Paris. 
REIKACB  [baron  de  ,  banquier,  rue  de  la  Bourse,  \,  .1  Paris, 
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REY  (Casimir),  professeur  à  l'École  du  Génie,  boulevard  dp  la  Reine,  a5,  à  Versailles 

(  Seine-et-Oise  ). 
RIRVIC.Ol'R,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Philippeville  (Algérie). 
RIBOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  i,  a  Dijon  (Côte. 

d'Or). 

ROBIN  (Gustave),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Chanoinesse,  2,  à  Paris. 
RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  63,  à  Paris. 
ROTART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  137,  à  Paris. 

ROICHE  (Eugène),  professeur  au  Conservatoire  des   Arts  et  Métiers,   examinateur  des 
élèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 

ROIQIET,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de   l'École-d'Artille- 
rie.  2,  à   Toulouse    (Haute-Garonne). 

ROISSEUN',  professeur  au  lycée  Fontanes,  rue  du  Rocher,  35.  à  Paris. 

RISSO  (Giovanni),  professeur  à  Catanzaro,  Discesa  Case  Arse,  2  (Italie  ). 

SUXT-l'AUL  (Ducip  de),  sous-directeur  d'Artillerie  à  l'Arsenal  de  Toulouse  (Haute-Ga- 
ronne ). 

SARAZ,  professeur  de  Mathématiques,  60,  rue  Monsieur-Ie-Prince.  Paris. 
SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis.  à  Saint-Mandé  (Seine). 

SARTIADX,  ingénieur  en   chef  des  Ponts  et  Chaussées,   chef  adjoint  de  l'exploitation  a 
la  Compagnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Rouchcs-du-Rhone). 

SCHLEGEL  (Dr  Victor),  à  Hagen  (Allemagne). 

SCnOlTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 

SCHUBERT,  professeur,  Steindamm,  107,  à  Hambourg  (Allemagne). 

SEGUY,  avenue  des  Gobelins,  28,  à  Paris. 

SELIYANOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  102,  log.  16,  à  Saint-Péters- 
bourg (Russie  ). 

SIM  ART ,  lieutenant  de  vaisseau,  répétiteur    à   l'Ecole   Polytechnique,     examinateur 

d'admission   à   l'École  navale,  rue  Miroménil,  70,  à  Paris. 

SHIOWET,  chef  d'escadron  d'artillerie,  à  Versailles  (  Seine-et-Oise  ). 

STAIlivOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  Deribasowskaja,  6,  à  Odessa 
(Russie). 

STEPUA\0S  (Dr  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (  Grèce). 

STIELTJES,  professeur  à   la  Faculté   des    Sciences,  rue  de    Fleurance-Montplaisir,    j.  à 
Toulouse  (Haute-Garonne). 

STUDMCkA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 

STLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norvège),  S.  P. 

TAWERY  (Paul),  directeur  des  Manufactures  de  l'État,  rue  de  Penlhièvro.  38,  Paris.  S.  P. 

TAWERY  (Jules),  sous-directeur  de  l'École  Normale  supérieure.  '(  .1.  rue  d'Ulm,  à  Paris. 

TARRY  (Gaston),  receveur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger  -  Algérie    . 

S.  P. 
TCIIEBICHEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg  (  Russie  ),  S.  P. 
TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  Condé,  i5,  à  Paris. 

TIIEW1SS,  docteur  es  sciences  de  l'Université  de  Liège,  rue  Casimir-Delavigne 

Paris. 

TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 
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riSSOT,  an<  ien  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  à  Voreppe  (  Isère). 

riESCA,  ingénieur  en  cher  des  Ponts  et  Chaussées,  château   de  Courtiozé,   par   Ven- 
dôme i  Loir-et-Cher). 
IsT:.      \  \  (  n  l  A  M .  inspecteur  général  de  l'Université,  houlevard  Saint-Michel,  ia,  à  Paris. 

WUUMK.  ancien  officier  d'Artillerie,  rue  de  la  Vignette.  65,  a  Lille  I  Nord  >. 
1880.      '  VMi  l  k  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

\  Uffl  i  I  I»     M. -M.),  professeur  à  Kralové  Hradec  (Autriche). 

\ll  UKI.  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

UKl.l.tlII),  manufacturier,  décédé,  S.  P. 

\II0  VOLTEBBA,    professeur  titulaire  de  Mécanique  rationnelle  à  l'Université  de  Pise 
(Italie). 

1880.  \Y.Hl.kE\AEIt.  ingénieur  des  Mines,  9,  rue  Bavard,  à  Paris. 

WEII.I.,  professeur  de  Mathématiques  au  collège  Chaptal  et  à  l'école  Monge,  19,  rue 
Thiers,  au  Vésinet  (Scine-et-Oise). 
1873.       WEYR     l>r  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohême). 

UEYIt  (  D*  Emile),  professear  à  l'Université,Hauptetrasse,  109,  à  Vienne, III  (Autriche). 
WILSON,    !,  avenue  d'Iéna,  à  Paris. 
1878.       W'ORMS  DE  ROHILLY,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

ZABOI'DSkV.  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saint-Pé- 
tersbourg (Russie). 

1881.  /.Kl  flIEV,  professeur  à  l'Université,  Citadelsvcj,  9,  à  Copenhague  (Danemark). 


S  0  C  II'.  T  A  1 11  E  S    T  E  R  1'  E  TUELS. 

BENOIST,  docteur  en  droit. 

BIENAYME,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

BHIGIIE,  proicsseur  de  malhéniatiques. 

BISGIIOFFSDEiai,  banquier. 

I!l>l!(,ll  UiDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Rerlin  (décédé). 

RROCARD,  chef  de  bataillon  du  Génie. 

GAA'ET,  ingénieur  civil. 

GHASI.ES,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

<".L4IJDE-LAF0\TAI\E,  banquier. 

FOIRET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 

GACTHIER-VILLARS,  imprimeur-éditeur. 

IIAI.1MIE.Y,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

IIATON  DE  LA  GOUPIUIÈRE,  membre  de  l'Institut. 

IIERNITE,  membre  de  l'Institut. 

HIRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Greenwich. 

JORD.W,  membre  de  l'Institut. 

LAFTON  RE  I.ADÉRAT,  vice-amiral  (décédé). 

MAMIIEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

MERGEREAH,  licencié  es  sciences  mathématiques. 

PEROTT  (Joseph). 

PERIMA',  ingénieur  en  chef  des  Mines. 

POIA'G.YRE,  membre  de  l'Institut. 

POLIGNAC  (prince  C.  de). 

RAFFY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences. 

SYLOW.  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshaid. 

TANiVERY  (Paul),  ingénieur  des  manufactures  de  l'État. 

TARRY,  receveur  des  Contributions  diverses. 

TCHEBICIIEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

YIELLARI),  manufacturier  (décédé). 
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Modifications  survenues  depuis  la  publication  de  la  dernière  liste. 


Nul"  VEAUX    ME  MB  R  ES. 

MM.   lih.MIV 

1ÎJERKXEES. 
KOPP. 

LACERRORG  (M»«). 
MARTIN. 
SARAZ . 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam 

Amsterdam  .....*. 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Bal  li  more 

Bologne 

Bordeaux 

Bruxelles 

Bruxelles 

Bruxelles 

Cambridge 

Christiania 

Coïmbre 

Copenhague 

Cracovie 

Delft 

Dresde 

Edimbourg. 

('■a  ii  il 

Goettingen 

Goettingen 

Hambourg 

Harlem 

Helsingfors 

KharkofT. 

Leipzig 

Londres 

Londres 


académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Archiv  fur  Mathematik  und  Physih  (rédac- 
teur Dr  lloppe,  Prinzenstrasse,  69.   S.  W. 

Jahrbuch  ïiber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik (rédacteurs  MM.  Kronecker  et 
Weierstrass) . 

American  Journal  of  Mathematics,  publié 
par  l'Université  John  Hopkins  (rédacteur 
M.  Thomas  Craig) . 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Société  Belge  d'Électriciens. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenshab 
chez  M.  Gammenncyer,  libraire,  Cari 
Johans  Gade,  33,  à  Christiania. 

Jornal  de  Sciencias  matematicas  e  astrono- 
mie as  (rédacteur   M.   Gomes  Teixeira). 

Tidsskrift  for  Mathematik  (  rédacteur  M .  Zcu- 
llien). 

Académie  des  Sciences. 

Kcole  Polytechnique  de  Delft. 

Zeitschrift  filr  Mathematik  und  Physih  (ré- 
dacteur I)r  Oscar  Schlomilch). 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand, 
et  Neuberg.  à  Liège). 

Société   Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Mathematische  Annalen  (rédacteur  M.  Félix 
Klein). 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  mathématique  de  Kharkoff. 

Société  Loyale  (les  Sciences  de  Saxe. 

Société  astronomique  de  Londres 

Société  mathématique  de  Louches 


Hollande. 
Hollande. 

Allemagne. 

Allemagne. 
Allemagne. 

Allemagne. 

États-Unis 
d'Amérique. 

Italie. 

France. 

Belgique. 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bretagne. 

Norvège . 

Portugal. 

Danemai  V 
Autriche. 
Hollande 

Allemagne. 
Grande-Bretagne. 

Belgique. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Hollande . 

Iltissie. 

Russie. 

Allemagne. 

Grande-Bretagne . 

Grande-Bretagne. 


\\  III 


Londres 

Luxembourg 

Mexico 

Mexico 

Milan 

Milan 

Moscou 

Munich 

Naples 

New-Haven 

Odessa 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

l'a)  i^ 

Paris 

Paris 

Palerme 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague  

Prague 

Rome 

Saint-Pétersbourg 

Saint-Pétersbourg 

Stoi  kholm 

i  oulouse 

1  psal 

\  enisc 

\  iennc 

Zurich 


Société  Royale  de  Londres. 
Institut  Royal  de  Luxembourg. 
Sociedad  cientifica  «  Antonio  Al/.:itc  ». 
Observatoire     météorologique     magnétique 

central . 

Annal! (Ii  Matematica (rédacteur  M.Rriosehi). 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Let- 
tres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 
mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  et  Arts  du  Connec- 
ticut. 

Société  mathématique  d'Odessa. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences,  à  Paris. 

Société  pbilomathique  de  Paris. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (ré- 
dacteurs MM.  Darboux  et  J.   Tannery). 

Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Journal  de  Mathématiques  élémentaires  de 
de  Longchamps,  à  Paris. 

Journal  de  Mathématiques  spéciales  de  de 
Longchamps,  à  Paris. 

Circolo  malematico  (  Rendicvnti  del  ). 

lïcole  Royale  Normale  supérieure  de  IMse. 

Université  Royale  de.  Pise. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Casopis  pro  péstovâni  mathemati/.y  a  frsi/n 
(rédacteur  M.  Eduard  Weyr). 

Société  mathématique  de  Prague. 

Académie  Royale   des   f.incei. 

Formulaire  de  Physique  générale  (îg,  Per- 
spective anglaise  . 

Académie  Impériale  des  Sciences. 

ActaMathematica(rédvLCt.  M.  Mittag-Leffier). 

Annales  de  la  faculté  des  Sciences  de  r<m- 

loUSC. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 
Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 

el  Arts. 
Vcadémie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 


i  irande-Bi  etagne 

Luxembourg. 

Mexique. 

Mexique. 

Italie. 

Italie. 
Russie. 
Bavière. 

Italie. 

Etats-Unis 

d'Amérique. 

Russie. 
France. 

France. 
France. 

France. 
France. 

France. 

France. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 

Autriche. 

\  n  triche . 

Autriche. 
Italie. 

Russie. 
Russie. 

Suéde. 

France. 

Suéde. 
Italie. 

Autriche, 

Suisse. 
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DECRET 


QUI  RECONNAIT  COMME  ETABLISSEMENT  D'UTILITÉ  PUBLIQI  I 
LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


Le  Président  de  la  République  française, 

Sur  le  rapport  du  Ministre  de  l'Instruction  publique,  des  Cultes  el 
des  Beaux-Arts; 

Vu  la  demande  formée  par  la  Société  mathématique  de  France,  à 
l'effet  d'être  reconnue  comme  établissement  d'utilité  publique; 

Vu  les  statuts  de  cette  Société,  l'état  de  sa  situation  financière  et 
les  autres  pièces  produites  à  l'appui  de  sa  demande; 

Vu  les  avis  favorables  du  Vice-Recteur  de  l'Académie  de  Paris  et 
du  Préfet  de  la  Seine; 

La  Section  de  l'Intérieur,  de  l'Instruction  publique,  des  Cultes  et 
des  Beaux-Arts  du  Conseil  d'Etat  entendue; 

Décrète  : 

Art.  1.  —  La  Société  mathématique  de  France  est  reconnue  comme 
établissement  d'utilité  publique. 

Art.  2.  —  Les  statuts  sont  approuvés  tels  qu'ils  sont  ci-anne\é<.  Au- 
cune modification  ne  pourra  y  être  apportée  sans  l'autorisation  du  Gou- 
vernement. 

Art.  3.  —  Le  Ministre  de  l'Instruction  publique,  des  Cultes  et  des 
Beaux-Arts  esl  chargé  de  l'exécution  du  présent  décret. 


l'ail  a  Paris,  le  i  i  février  |8S8. 

Signé  :  GARNOT, 
Le  Ministre  de  l'Instruction  publiqm 
des  Cultes  et  des  Beaux-Arts, 

Signé  :  LKoroLD  FAï  E. 


< 


STATUTS 

DE    LA 

SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE   FRANCE. 


Article  premier. —  L'Association  dite  Société  mathématique  de  France, 
fondée  en  1872,  a  pour  objet  l'avancement  et  la  propagation  des  études  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées. 

Elle  y  concourt  par  ses  travaux  et  ses  publications. 

Elle  a  son  siège  à  Paris. 

Art.  2.  —  La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres 
résidents  et  de  membres  non  résidents,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  do- 
micile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Art.  3.  — ■  Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sont 
les  suivantes  :  i°  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par 
le  Conseil  d'administration  ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat 
du  Conseil;  20  avoir  obtenu,  à  l'une  des  séances  qui  ont  suivi  la  pré- 
sentation, les  suffrages  de  la  majorité  des  membres  présents;  3°  avoir 
versé  un  droit  d'admission  de  dix  francs;  4°  payer  une  cotisation  annuelle 
dont  le  montant  est  de  vingt  francs  pour  les  membres  résidents,  et  de 
quinze  francs  pour  les  membres  non  résidents. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de 
trois  cents  francs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  admi- 
nistratif de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

Art.    i.  —  Le  Bureau  île  la  Société  comprend  : 

1   président; 
4  vice-présidents  : 
1  secrétaires; 
■>.  vice-secrétaii  1  - 
i   trésorier; 
1  archiviste. 


Le  Conseil  d'administration  se  compose  des  membres  du  Bureau  et  de 
douze  autres  membres  de  la  Société. 

Le  Bureau  ei  le  Conseil  se  recrutent  exclusivement  parmi  les  membres 
résidents  de  nationalité  française. 

Toutefois,  un  certain  nombre  de  membres,  résidents  ou  non  résidents. 
français  ou  étrangers,  peuvent,  à  titre  honoraire,  figurer  parmi  les  membres 
du  Bureau. 

Les  fonctions  «lu  bureau  et  du  Conseil  sont  gratuites. 

Art.  5.  —  Le  Bureau  esl  élu  pour  un  an. 

Les  membres  du  Bureau  sont  indéfiniment  rééligibles  dans  lès  mêmes 
fonctions.  Toutefois,  la  présidence  ne  peut  être  confiée  au  même  sociétaire 
pendant  plus  de  deux  années  consécutives. 

Les  autres  membres  du  Conseil  sont  renouvelés  chaque  année  par  tiers. 
Les  membres  sortants  sont  rééligibles. 

Les  élections  ont  lieu  en  assemblée  générale,  conformément  à  l'article  lli. 

Art.  6.  —  Tous  les  membres  de  la  Société  sont  appelés  à  participer  à 
l'élection  du  bureau  et  du  Conseil  soit  directement,  soit  par  correspon- 
dance.   L'élection  a  lieu  à  la  majorité  absolue  des  votants. 

En  cas  de  vacances  venant  à  se  produire  dans  le  cours  d'un  exercice,  le 
Conseil  pourvoit  au  remplacement  de  ses  membres  et  des  membres  du  Bu- 
reau, sauf  ratification  par  la  plus  prochaine  assemblée  générale. 

Vkt.  7.  —  Le  Conseil  se  réunit  au  moins  quatre  fois  par  an  et  toutes  les 
fois  que  les  intérêts  de  la  Société  l'exigent. 

Les  convocations  ont  lieu  sur  l'initiative  du  président,  ou  sur  la  de- 
mande de  cinq  membres  du  Conseil. 

La  présence  de  huit  membres  est  nécessaire  pour  la  validité  des  déli- 
béral i  <  m  - . 

Il  esl  tenu  procès-verbal  des  séances. 

Le  procès-verbal  de  chaque  séance  est  signé  par  le  président  et  le  secré- 
taire qui  ont  composé  le  bureau. 

Aht.  S.  —  Les  délibérations  relatives  à  l'acceptation  des  dons  el  legs. 
aux  acquisitions  et  échanges  d'immeubles,  sont  soumises  à  l'approbation  du 
Gouvernement. 

Wr.  '.).  -  Les  délibérations  relatives  aux  aliénations,  constitutions 
d'hypothèques,  baux  à  long  terme  et  emprunts  ne  sont  valables  qu'après 
l'approbation  par  l'assemblée  générale. 

V.BT.  10.  —  L'un  des  secrétaires  représente  la  Société  en  justice  et 
dan-  tous  les  actes  de  la  •.  ie  i  i\ île. 

\is  i .  11.  —  I.'     ressources  de  la  Société  proviennent  : 

i     Des  droits  d'admission,  cotisations  cl  souscriptions  volontaires  de  ses 
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2°  Des  dons  et  legs  dont  l'acceptation  aura  été  autorisée  par  le  Gouver- 
nement; 

3°  Des  subventions  qui  pourraient  lui  être  accordées; 

4°  Du  produit  de  la  vente  de  son  Bulletin  et  des  Ouvrages  ('dites  par 
ses  soins  ; 

5°  Du  produit  des  ressources  créées,  à  titre  exceptionnel,  avec  l'autori- 
sation du  Gouvernement; 

6°  Enfin  du  revenu  de  ses  biens  et  valeurs  de  toute  nature. 

Art.  12.  —  Les  fonds  disponibles  sont  placés  en  immeubles,  en  rentes 
sur  l'Etat,  en  obligations  de  chemins  de  fer  dont  l'Etat  garantit  un  mini- 
mum d'intérêt,  en  obligations  du  Crédit  foncier  de  France  et  en  obliga- 
tions de  la  Ville  de  Paris. 

Art.   13.  —  Le  fonds  de  réserve  comprend  : 
i°  Le  montant  des  droits  d'admission; 
2°  Les  sommes  versées  pour  le  rachat  des  cotisations; 
3°  La  moitié  des  libéralités  autorisées  sans  emploi. 

Ce  fonds  est  inaliénable;  ses  revenus  peuvent  être  appliqués  aux  dé- 
penses courantes. 

Art.  14.  —  La  Société  se  réserve  d'employer  tous  les  moyens  d'action 
pouvant  contribuer  au  développement  des  Mathématiques,  notamment  :  la 
publication  d'un  Bulletin  renfermant,  avec  le  compte  rendu  de  ses  séances, 
des  Mémoires  émanant  de  ses  membres  ou  de  personnes  étrangères;  l'im- 
pression des  œuvres  inédites  ou  la  réimpression  des  Ouvrages  épuisés  des 
anciens  mathématiciens  français  ou  étrangers;  l'attribution  de  prix  et  ré- 
compenses à  des  travaux  ayant  trait  aux  Mathématiques,  dans  les  con- 
ditions qui  pourront  être  fixées  par  le  règlement  administratif. 

Art.  lo.  —  Aucune  publication  ne  peut  être  faite  au  nom  de  la  Société, 
sans  l'examen  préalable  et  l'approbation  du  Bureau. 

Art.  16.  —  L'assemblée  générale  des  membres  de  la  Société  se  réunit, 
sur  convocation  spéciale,  au  moins  une  fois  par  an  et  toutes  les  fois  que 
les  intérêts  de  la  Société  l'exigent. 

Son  Bureau  est  celui  des  séances  ordinaires. 

Son  ordre  du  jour  est  réglé  par  le  Conseil  d'administration. 

Elle  entend  le  rapport  qui  doit  lui  être  présenté  annuellement  sur  la 
gestion  du  trésorier,  sur  la  situation  financière  et  morale  de  la  Société. 

bille  approuve  les  comptes  de  l'exercice  clos,  et  pourvoit  au  renouvelle- 
ment du  Bureau  et  du  Conseil  d'administration. 

Tout  membre  de  la  Société  peut  se  faire  représenter  par  un  autre 
membre,  qui  ne  pourra  cumuler  plus  de  trois  voix,  \  compris  la  sienne. 

Art.   17.  —  La  qualité  <b'  membre  <\<x  la  Société  se  perd  : 
1"  Par  la  démission  ; 
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20  Par  lii  cessation  il»-  payement  des  cotisations  annuelle-: 
I    Par  la  radiation  pr acée,  pour  motifs  graves,  par  l'assemblée  géné- 
rale, à  la  majorité  des  deux  tiers  des  membres  présents,  sur  le  rapport  du 
Conseil  d'administration,  et  le  membre  intéressé  dûment  appelé  à  fournir 
ses  explications. 

V.RT.  18.  —  Les  statuts  ne  peuvent  être  modifiés  que  sur  l'initiative  du 
Conseil  d'administration,  ou  sur  une  proposition  signée  de  vingt-cinq  mem- 
bres de  la  Société,  et  adressée  au  président,  au  moins  un  mois  avant  la 
séance. 

L'assemblée  extraordinaire,  convoquée  à  cet  effet,  ue  peul  modifier  les 
statut?  qu'à  la  majorité  des  deux  tiers  des  membres  présents  ou  repré- 
sentés. 

L'assemblée  <l"it  se  composer  du  quart  au  moins  «les  membres  de  la 
Société. 

Si  ce  nombre  n'est  pas  atteint,  une  nouvelle  assemblée  extraordinaire 
sera  convoquée  dans  un  délai  qui  ne  pourra  être  inférieur  à  un  mois. 
]>an?  cette  séance,  les  délibérations  seront  valables,  quel  que  soit  le 
ii'unbre  des  membres  présents  ou  représentés. 

La  délibération  de  l'assemblée  est  soumise  à  l'approbation  du  Gouver- 
nement. 

Yrt.  19.  —  L'assemblée  générale,  appelée  à  se  prononcer  sur  la  disso- 
lution delà  Société  et  convoquée  spécialement  à  cet  effet,  doit  comprendre 
un  nombre  de  membres,  présents  ou  représentés,  au  moins  égal  à  la 
moitié  plus  un  du  nombre  des  sociétaires.  Ses  résolutions  sont  prises  à  la 
majorité  des  deux  tiers  des  membres  présents  ou  représentés,  et  soumises 
à  l'approbation  du  Gouvernement. 

\rt.  20.  —  En  cas  de  dissolution,  l'actif  de  la  Société  est  attribué,  par 
délibération  de  l'assemblée  générale,  à  un  ou  plusieurs  établissements  ana- 
logues  el  reconnus  d'utilité  publique. 

Cette  délibération  est  soumise  à  l'approbation  du  Gouvernement. 

\iu.  21.  --  I  ii  règlement  intérieur,  adopté  en  assemblée  générale,  ar- 
rête les  conditions  de  détail  propres  à  assurer  l'exécution  «le-  présents 
statuts.  Il  peut  toujours  être  modifié  dans  la  même  forme. 
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REGLEMENT 

VOTI    A   LA    SÉANCE    DE    L'ASSEMBLÉE    GÉNÉRALE,    1.1      !0   JUIN    t888. 


CH  U'ITKK  PREMIER. 

DISPOSITIONS     GÉNÉRALES. 

Vrticlk  premier.  —  Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la 
Société  mathématique  de  France,  sont  li\ées  par  le  premier  paragraphe  de 
l'article   ;!  des  statuts. 

Dans  le  cas  où,  pour  des  motifs  sérieux,  le  Bureau  croit  devoir  surseoir 
à  la  présentation  d'un  candidat,  le  différend  est  soumis  au  Conseil  d'admi- 
nistration, qui  statue  définitivement  dans  sa  séance  la  pins  prochaine. 

\ht.  2.  —  Les  membres  nouvellement  élus,  après  avoir  acquitté  le  droit 
d'admission  de  dix  francs  et  le  montant  de  la  première  cotisation  annuelle, 
reçoivent  un  diplôme  si»né  par  le  président,  l'un  des  secrétaires  et  le  tréso- 
rier, et  portant  le  sceau  de  la  Société. 

Art.  3. —  La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque 
exercice,  dont  l'origine  est  fixée  au   ier  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de 
l'exercice  en  cours,  quelle  que  ^>it  l'époque  de  leur  admission. 

Art.  i. —  Tout  membre  a  le  droit,  à  une  époque  quelconque,  de  ra- 
cheter ses  cotisations  à  venir  el  de  devenir  sociétaire  perpétuel,  moyen- 
nant la  somme  de  trois  cents  francs  (art.  I>  des  statuts).  Celle  somme 
peul  être  payée  en  une  seule  fois,  ou  par  versements  de  cent  francs  cha- 
cun, se  suivanl  à   des  intervalles  qui  ne  doivent    pas  dépasser  une  année. 

En  cas  de  retard,  la  cotisation  annuelle  continue  à  être  exigible,  indé- 
pendamment el  jusqu'à  complet  acquittement  de  la  somme  de  trois  cents 
francs. 

Vivr.  o.  —  Tout  membre  qui,  n'étant  pas  sociétaire  perpétuel,  négligera 
de  payer  régulièrement  sa  cotisation  annuelle,  sera,  après  avertissement  du 
trésorier,  à  lui  adressé  par  lettre  recommandée,  et  resté  sans  effet,  con- 
sidéré comme  démissionnaire. 


CHAPITRE  II. 

TENDE    PICS   SÉANCES    DE   LA   SOCIÉTÉ. 

Art.  6.  —  La  Société  lient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois; 
elle  prend  trois  mois  de  vacance-,  en  août,  septembre  el  octobre. 

Art.  7.  —  La  première  séance  de  janvier  e-i  consacrée  spécialement  aux 
élections  pour  le  renouvellement  du  Bureau  et  du  Conseil. 

Art.  8.  —  Il  est  adressé,  chaque  année,  dans  le  courant  d'octobre,  à 
tous  les  membres  de  la  Société,  une  carte  imprimée  portant  l'indication  des 
jours  de  séance. 

Art.  i).  —  Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  So- 
ciété doivent    être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

Art.  10.  —  La  présence  du  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un 
de-    secrétaires    ou    \iee-secrétaires,    suffit    pour   constituer    le   Bureau    à 

chaque  séance. 

\rt.  11.  —  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents,  le 
trésorier   ou,   à   son    défaut,  l'archiviste,  occupe  le   fauteuil. 

A  défaut  des  membres  du  Bureau  qui  viennent  d'être  désignés,  les  fonc- 
tion- de  président  sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  sociétaire-  présents  à 
la  séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
invite  un  de-  membres  présents  à  en  remplir  les  fonctions. 

Art.  12.  — Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès-verbal  de 
la  séance  précédente. 

Les  Communications  sont  faites  dans  l'ordre  de  leur  inscription. 

Art.  13.  — Les  questions  relatives  à  l'administration  de  la  Société,  à 
moins  d'une  demande  du  Conseil,  ne  peuvent  être  traitée-  en  séance  ordi- 
naire. Elles  doivent  faire  l'objet  d'une  note  remise  au  président,  qui  en  ré- 
fère an  don-cil  dans  -a  plu-  prochaine  réunion. 

CHAPITRE  III. 

BULLETIN   ET   IH'RUCATIONS   DIVERSES. 

Art.  IL —  La  Société  publie  par  livraisons  un  recueil  annuel  qui  a  poui 
tiiie  :  Uni  Ici  in  >lr  lu  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient, 
avec  un  extiait  de-  procès-verbaux   de-  séances,  de-    Votes  et  Mémoires 
ni  le-  Mathématiques  pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  de-  mem- 
bres de  la  Société)  el  présentant   quelque  originalité  an  point  de  vue  de  la 

im'l  hode  on  de-  i  é-nll  al-. 
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Les  travaux  des  personnes  étrangères  à  la  Société  peuvent,  exception- 
nellement, trouver  place  dans  le  Bulletin,  à  la  condition  d'offrir  un  intérêt 
suffisant . 

Art.  15. —  L'un  des  secrétaires  esl  spécialement  chargé  par  le  C< >n ---i I 
de  tout  ce  qui  concerne  la  publication  du  Bulletin.  Il  est  assisté,  dans  le 
choix  des  Notes  et  Mémoires  qui  peuvent  y  être  insérés,  |>;ir  une  Commis- 
sion d'impression  composée  <lu  président,  des  vice-présidents,  du 
deuxième  secrétaire  et  des  vice-secrétaires. 

Art.  16.  —  La  Société  se  propose,  dans  les  limites  de  ses  droits  el  de 
ses  ressources,  de  publier,  soit  dan-  le  corps  du  Bulletin,  soit  à  part,  des 
Mémoires  inédits  et  «le  réimprimer  des  œuvres  importantes  d'anciens  ma- 
thématiciens fiançai-  ou  étrangers  i  art.  1  ï  des  -tatuts  ». 

Art.  17.  —  Le-  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres 
de  la  Société,  au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dan-  le 
cas  où  un  sociétaire  se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation, 
l'envoi  du  Bulletin  est  suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté 
l'arriéré. 

Art.  18. —  Le  Conseil  fixe,  par  mesure  générale,  les  prix  réduits  moyen- 
nant lesquels  les  membres  de  la  Société  peuvent  se  procurer  les  volumes 
du  Bulletin  parus  antérieurement  à  leur  admission,  el  les  Ouvrages  autres 
que  le  Bulletin  publiés  par  les  soins  de  la  Société. 


CHAPITRE  IV. 
BIBLIOTHÈQUE  et  conférence*. 

\rt.  19.  —  La  Société  entretient  une  bibliothèque,  qui  esl  alimentée 
par  les  dons  particuliers,  les  achats  autorisés  par  son  Conseil  d'admi- 
nistration, et  l'échange  de  ses  publications  avec  les  journaux  et  recueils 
consacrés  aux  Mathématiques  pures  el  appliquées,  paraissant  en  France 
et  à  l'Étranger. 

Art.  20.  —  La  bibliothèque  est  ouverte  aux  membre-  delà  Société,  aux 
jours  et  heure-  fixé-  par  le  Conseil  et  indiqué-  -ur  la  carte  des  séances 
envoyée  chaque  année  aux  sociétaires,  dans  le  courant  d'octobre. 

Elle  pourra  être  ouverte  exceptionnellement  aux  personnes  étrangi 
la  Société,  qui  obtiendront  l'autorisation  du  Conseil. 

Art.  21. —  Le  Conseil  peut  autoriser,  d'une  minière  générale  el  poui 
ions  les  membres  de  la  Société,  le  prêt  à  domicile  des  ouvrages  de  la  bi- 
bliothèque. 

\rt.  -l'I.  —  Chaque  sociétaire  ue  peut  emprunter  à  la  bibliothèque  plus 
de  deux  volumes  à  la   fois.    Il  en  donne  un   reçu  à  l'archiviste  sur  un  re- 
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gistre  à  souches,  et    ne  peul  les  garder  plus  de   deux   mois,  sous  peine  de 
se  voir  priver  à  l'avenir  du  bénéfice  du  présent  article. 

Art.  -'■>■  —  Des  conférences  mathématiques  pourront  être  faites  au  siège 
de  la  Société,  dans  des  conditions  fixées  par  le  Bureau  pour  chacune 
d'elles, 

CHAPITRE  V. 

COMPOSITION    ET    .MODE    D'ÉLECTION    Dl     BUREAU    ET    DT    CONSEIL. 

Art.  2i.  —  La  Société  est  administrée  par  un  Conseil  composé  comme 
l'indique  l'article  \  des  statuts. 

Le  Bureau  du  Conseil  est  le  même  que  celui  de  la  Société  (art.  4  des 
statuts  l. 

Le  nombre  des  membres  honoraires  prévus  par  l'article  4  des  statuts 
n'est  pas  limité;  ces  membres  honoraires  ne  peuvent  être  nommés  que  sur 
la  présentation  du  Conseil  ou  sur  une  proposition  spéciale  faite  par  écrit, 
signée  de  vingt  membres  de  la  Société,  et  dé-posée  au  plus  tard  dans  la 
dernière  séance  de  décembre. 

Art.  2o. — Le  renouvellement  du  Bureau  et  du  Conseil  a  lieu  chaque 
année,  dan-  la  première  séance  de  janvier,  et  conformément  aux  prescrip- 
tions des  .util  les  o,  6  et  16  des  statuts. 

Dans  ce  but,  un  avis  de  convocation,  accompagné  de  bulletin-  de  vote 
en  blanc  et.  s'il  y  a  lieu,  des  propositions  du  Conseil,  est  envoyé,  dans  le 
courant  de  décembre,  à  tous  les  membres  de  la  Société. 

\tit.  2<i.  —  Les  membres,  qui  m-  peuvent  assister  à  la  séance  dans 
laquelle  onl  lieu  les  élections,  -ont  invités  à  envoyer  au  président,  en 
temps  opportun,  leurs  votes  sous  enveloppes  fermées,  en  y  joignant  un 
.j\i»  d'envoi  portant  leur  signature. 

Les  enveloppes  contenant  les  bulletins  de  vote  ne  sont  ouvertes  qu'au 
moment  du  scrutin. 

CHAPITRE  VI. 

ATTRIBITIONS    DES   MEMBRES   Dl     BUREAU. 

\i;i.  27.  — Le  président  veille  à  l'observation  des  statuts  et  du  règle- 
ment de  la  Société;  il  assure  l'exécution  des  délibérations  «lu  Conseil. 

Art.  28.  —  Le-  secrétaires  ou.  à  leur  défaut,  le-  vice-secrétaires  rédi- 
gent    le-     | e»-\eihau\     de-     -éanee»     de     II      Société     et     de»     »r;iuee»     du 

<  ionseil. 

\i'.i.  29.  Sous  la  direction  du  président,  le»  secrétaires  sont  chargés 
de  la  correspondance  pour  tout  ce  qui  concerne  le»  travaux  et  le-  affaires 

•  le  la  Société;   il-  convoquent    la   Société,   le  Conseil  et   le-   c. tissions, 

quand  il   \  ■  >   lieu,  et   préparent  le-  ordres  du  jour, 


Art.  30.  — L'archiviste   esl  chargé  de  la    garde  des  archives   de  I     S 
ciété.    Il  .1  -"M-  -ii    direction   la  bibliothèque;    il   dresse    le   catalogue    des 
livres,  brochures  et  manuscrits  qui  en  font  partie. 

Vrt.  31.  — Le  trésorier  est  chargé  du  recouvremenl  des  sommes  dues 
à  la  Société.  Il  acquitte  les  dépenses  ordonnancées  par  l'un  des  secrétaires, 
spécialement  délégué  par  le  Conseil.  Il  tient  un  registre  des  recettes  el 
des  dépenses. 

Art.  32.  —  Il  ne  peut  être  fait  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds 
de  la  Société,  sans  une  délibération   spéciale  du  Conseil. 

CHAPITRE  VII. 

ATTRIBUTIONS    Dl    CONSEIL    ET  TENUE    DE    SES    SÉANCES.  —   COMMISSIONS. 

Art.  33. —  Le  Conseil  se  réunit  dans  les  conditions  fixées  par  l'article  7 

des  statut^. 

Art.  34.  —  A  chaque  séance  du  Conseil,  les  noms  des  membres  présents 
sont  consignés  au  procès-verbal. 

Art.  35.  —  Sur  la  proposition  de  cinq  membre*,  le  vote  peut  avoir  lieu 
au  scrutin  secret . 

Art.  36.  ■ — Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  a  la 
Société  des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  prises  aux  deux  tiers  de-  voix 
de*   membres  présents. 

Art.  37.  —  Les  procès-verbaux  des  séances  du  Conseil  doivent  être 
transcrits  sur  un  registre  coté  et  parafé  par  l'un  des  secrétaires;  il-  doivent 
être  signés  par  le  président  et  le  secrétaire  qui  ont  composé  le  Bureau; 
les  renvois  doivent  être  parafés  et  le-  mots  rayés  approuvés. 

Art.  38.  —  Le  Conseil  se  réunit  chaque  année,  dan-  le  courant  de  dé- 
cembre, pour  délibérer  sur  l'état  de-  affaires  de  la  Société,  prendre  les 
mesures  préparatoires  relatives  aux  élections  et  prévues  au  Chapitre  V, 
nommer  la  Commission  de  comptabilité  chargée  de  vérifier  la  gestion  du 
trésorier,  et  la  Commission  de*  archive*,  chargée  de  vérifier  celle  de  l'ar- 
chiviste. 

\rt.  39.  —  Chacune  de  ces  deux  Commissions  ne  peut  «'ire  composée 
de  moins  de  trois  membres.  Elles  font  leur  rapport  à  la  Société  dan*  la 
première  séance  de  janvier. 

Art.  -iU.  —  Le  Conseil  peut  provoquer,  parmi  le*  membres  de  la  Société. 
la  formation  de  Commissions  ayant  un  but  spécial,  technique  ou  scien- 
tifique. 


—     XXX    — 

CHAPITRE  \  III. 

REVISION    liKS   STATUTS    OU   1)1    RÈGLEMENT. 

A  ht.  il .  —  Les  conditions  dans  lesquelles  peul  avoir  lieu  la  re\  ision  il  es 
statuts  sont  fixées  par  l'article  18  desdits  -tatuts. 

Dans  le  cas  où.  à  la  suite  d'une  première  convocation,  l'assemblée 
extraordinaire,  réunie  dans  ce  but,  De  pourrait  délibérer  valablement,  une 
nouvelle  assemblée  extraordinaire  sérail  réunie  dans  un  délai  inférieure 
cinq  mois. 

Art.  42.  —  Le  règlement  ne  peut  être  modifié  que  sur  l'initiative  du 
Conseil  d'administration,  ou  sur  une  proposition  signée  de  vingt-cinq 
membres  de  la  Société  et  adressée   au  président. 

Art.  43.  —  L'assemblée  extraordinaire  convoquée  à  cet  efTet,  et  réunie 
dans  les  trente  jours  qui  suivent  la  remise  de  la  proposition,  ne  peut  déli- 
bérer valablement  que  si  le  quart  au  moins  des  membres  de  la  Société  sonl 
présents  ou  représentés. 

Si  cette  proportion  n'est  pas  atteinte,  une  nouvelle  assemblée  extraor- 
dinaire est  réunie  dans  un  délai  compris  entre  un  et  cinq  mois. 

Dans  cette  séance,  les  délibérations  sont  valables,  quel  que  soit  le  nombre 
des  membres  présents  ou  représentés. 

Art.  4L —  Pour  les  assemblées  extraordinaires,  tous  les  membres  de 
la  Société  sont  spécialement  convoqués  à  domicile. 

Art.  4.vi.  —  Avant  la  réunion  d'une  assemblée  extraordinaire  pour  la 
revision  îles  statuts  ou  du  règlement,  le  Conseil,  convoqué  à  cel  effet, 
nomme  une  Commission  composée  de  sept  de  ses  membres,  chargée  d'exa- 
miner la  demande  de  revision  et  de  présenter,  sur  cette  demande,  un  rap- 
port à  l'assemblée  générale. 
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Essai  de  théorie  complète  du  système  de  deux  formes  ternaires 
quadratiques;  par  M.  R.  Perrik. 

La  théorie  du  système  simultané  de  deux  formes  ternaires  qua- 
dratiques, au  point  de  vue  des  propriétés  des  formations  inva- 
riantes qui  s'y  rattachent,  équivaut  à  celle  des  propriétés  projec- 
tives  du  système  de  deux  coniques;  elle  n'est  pas  d'une  moindre 
utilité  lorsqu'on  s'occupe  des  propriétés  de  toute  nature  d  une 
seule  conique,  puisqu'il  suffit  alors  de  particulariser  convenable- 
ment une  des  deux  (ormes  fondamentales.  L'importance  de  cette 
théorie  est  donc  incontestable,  au  point  de  vue  des  applications 
géométriques,  et  cependant  elle  ne  peut  être  considérée  comme 
achevée.  Si  M.  Gordan  a  établi  (*)  le  système  complet  des  for- 
mations invariantes  distinctes,  au  nombre  de  vingt,  avec  leur  ex- 
pression symbolique;  si  l'on  sait  ramener  à  ces  formations  celles 
qui  se  présentent  dans  un  certain  nombre  de  questions  géomé- 
triques; si,  enfin,  on  connaît  la  signification  géométrique  de 
l'évanouissement  des  invariants,  ainsi  que  des  covariants  princi- 
paux et   de  quelques-unes  des  expressions    composées   avec    ces 

(')   Voir  Clebsch.  Leçons  tir  Géométrie,  Tome  I. 
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diverses  formations,  on  ignore,  d'autre  part,  quelles  relations 
(syzvgies)  peuvent  exister  entre  les  vingl  formations  distinctes,  et 
à  plus  forle  raison  quelles  conclusions  peuvent  êlre  tirées  de 
telles  syzvgies;  on  ne  possède  pas  de  formule  simple  pour  passer 
de  l'équation  ponctuelle  à  l'équation  tangentielle  des  courbes 
co variantes  du  système,  ou  inversement,  etc.  L'objet  du  présent 
travail  est  de  contribuer  à  combler  ces  lacunes,  en  adoptant  une 
marche  systématique  dont  j'ai  indiqué  le  principe  dans  une  série 
de  Notes  (');  c'est-à-dire  en  partant  du  système  de  quatre  formes 
binaires  (deux  linéaires  et  deux  quadratiques)  dont  les  invariants, 
ainsi  que  je  l'ai  montré,  fournissent  exclusivement  et  complète- 
ment, par  un  traitement  convenablement  dirigé,  les  sources  de 
toutes  les  formations  invariantes  distinctes  que  possède  le  système 
de  deux  formes  ternaires  quadratiques.  En  suivant  cette  marche, 
les  syzygies  qui  relient  les  invariants  dans  le  domaine  binaire 
fournissent  ipso  facto  entre  les  formations  ternaires  obtenues  un 
égal  nombre  de  syzygies,  que  l'on  peut  alors  prendre  comme 
point  de  départ  pour  en  établir  de  nouvelles. 

Entre  autres  résultats  qui  ressortiront  de  cette  étude,  je  signa- 
lerai notamment  : 

i°  L'existence  d'une  symétrie  croisée  particulièrement  simple 
entre  les  éléments  ponctuels  et  tangentiels  relatifs  aux  deux  co- 
niques fondamentales; 

2°  La  possibilité  de  représenter  toutes  les  formations  en  em- 
ployant comme  seules  variables  (lesquelles  figurent  des  coordon- 
nées tantôt  ponctuelles,  tantôt  tangentielles,  et  quelquefois  l'un 
ou  l'autre  à  volonté  dans  une  même  formule)  trois  covariants 
mixtes  linéo-linéaires  (dont  l'un  est  le  covariant  identique),  avec 
des  coefficients  où  n'entrent  que  les  invariants  et  les  contreva- 
riants,  si  ces  variables  spéciales  fonctionnent  comme  coordonnées 
ponctuelles;  que  les  invariants  et  les  covariants  purs,  si  elles 
fonctionnent  comme  coordonnées  tangentielles;  enfin  que  les  in- 
variants seuls,  si  elles  peuvent  fonctionner  des  deux  manières  : 
de  telle  sorte  que  ces  covariants  mixtes  jouent  dans  la  théorie  dont 
il  s'agit  le  même  rôle  que  les  covariants  linéaires  dans  celle  des 


(  omptes  rendus,  10,  •]  el  3i   janvier  1887. 
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formes  binaires  d'ordre  impair,  et  j  apportent  un  genre  analogue 
de  simplifications  ; 

3°  L'existence  d'une  curieuse  formule  mixte,  doublement  sy- 
métrique,  qui  fournit  l'équation  de  tous  les  groupes  possibles  de 
droites  ou  de  points  liés  symétriquement  aux  deux  coniques  par 
une  condition  projective  donnée,  d'ailleurs  quelconque;  savoir, 
d'une  manière  immédiate  lorsque  ces  droites  ou  ces  poinis  sont  au 
nombre  de  quatre  seulement,  et  par  l'intermédiaire  d'un  calcul 
d'élimination  facile,  lorsque  le  nombre  en  est  supérieur  à  quatre. 

Le  premier  Chapitre  de  ce  travail  sera  purement  algébrique  et 
consacré  à  établir  le  système  complet  des  formations  ternaires  in- 
variantes, avec  les  syzygies  qui  les  relient,  Je  tout  en  partant  des 
théories  du  domaine  binaire,  comme  il  a  été  dit  ci-dessus.  Dans 
le  second  Chapitre,  je  déduirai  des  résultats  ainsi  obtenus  un  cer- 
tain nombre  de  relations  nouvelles,  dont  j'étudierai,  chemin  fai- 
sant, la  signification  et  les  applications  les  plus  immédiates  au 
point  de  vue  géométrique. 

1. 

1.   Soient  deux  formes  ternaires  quadratiques  simultanées 

s  =  ax2  -+-  by2  ■+-  c  z-  —  %fyz    -^igzx  -+-  nhxr, 
s'  =  a'  x-+-  b'y2-+-  c'  z2  -+-  %f'yz  ~-  ig'  zx  ■+■  ili  xy. 

Proposons-nous  tout  d'abord  d'obtenir  le  système  complet  des 
invariants  et  covariants  purs  de  ces  deux  formes. 

Il  suffira  pour  cela,  ainsi  que  je  l'ai  démontré  dans  le  travail 
cité  plus  haut  :  i°  d'effectuer  la  substitution 

x  —  X  —  h  Y  —  gZ,        y  =  a  Y. 

ce  qui  donne  pour  S  et  s'  les  expressions 

s  =  a(X2-)-V), 

s'=  a'(Xa  +  aUX  +  V), 

l  ,  V,  V  étant  trois  formes  binaires  aux  variables  Y,  Z  (savoir 
une  linéaii^e  U,  et  deux  quadratiques,  V  et  V);  2°  de  construire 
les  invariants  du  système  des  trois  formes  binaires  simultanées  U, 
\  ,  V7;  3"  de  combiner  ces  invariants  entre  eux  et  avec  a,  a', 
traités  comme  invariants  auxiliaires,  de  manière  à  diviser  par  <t  le 
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plus  possible  :  les  expressions  ainsi  obtenues  <|ui  ne  seront  plu» 
réductible»  par  I»'  même  procédé  à  d'autres  plus  simples,  seront, 
soil  des  invariants  du  svstème  ternaire  (s,  s'),  soit  des  péninva- 
riants  pur»  1  coefficients  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  de» 
covarianls  purs)  de  ce  système,  et  fourniront  la  totalité  des  inva- 
riants et  péninvariants  purs  distincts  qui  lui  appartiennent. 
Or  on  a  immédiatement 

1    =  (  ah'—  lui  A  gd  '/.. 

y  -  |  ab  —  fi-  |Y»-+-  2{a/—ffh  )YZ  ■+■  (ac  —  g'2  >Z2. 
V'=  (  a-b'  ~  icilili       h.-n    Y2  —  i(  a"-f '  —  ahg '  —  agli -t-  gha  |YZ 
■+-  (a*c'—  1  a  g  g'  —  g*  à  )'LK 

ce  qui  peut  s  écrire 

(    U  =  au  —  au, 

)  V  =  av—  u2, 

'   V  =  aïv' — -?.auu'—a'u~, 

en  désignant  par  //.  //'.  r.  r' les  quatre  formes  binaires  suivante»  : 

(u  ■=.  h  Y  -+-  g  Z, 
u'=h'Y  +  g'Z, 
\  v  =b  Y2+2/YZ-t-c  Z2. 
(  v'  =  b'Yt-hïf'YZ  +  c'Z*. 

Il  s'agit  de  former  les  invariants  du  système  binaire  triple 
(U,  V,  \  ');  rien  n'empêche  de  prendre  U,  \  ,  V  sous  la  forme 
(1),  et  d'exprimer  les  invariants  cherchés  en  fonction  explicite  de 
'/.  a',  et  des  invariants  du  svstème  quadruple  (m,  u',  f,  v').  Comme 
les  coefficients  des  formes  m,  //' .  r.  r'  sont  indépendants  les  uns 
des  autres  ainsi  que  de  a,  a,  ces  deux  dernières  lettres  se  trou- 
veront mises  en  évidence,  et  les  calculs  ultérieurs  en  seront  nota- 
blement simplifiés. 

Mais  le  problème  qui  consiste  à  former  les  invariants  du  système 
binaire  quadruple   |  //.  // ',  *  .  1  '  1.  et    à   exprimer  en   fonction  de  ces 

invariants  ceui  du  système  in  pie  <  l  .  \  ,  \  '),  a  été  traité  et  com- 
plètement résolu  <lan»  un  travail  antérieur  [Sur  le  système  <lc 
quatre  formes  binaires  simultanées,  etc.  (  Bulletin  de  la  Société 
Mathématique  de  France,  t.  \\  ,  p.  $5)].  J'ai  établi  dan-  ce 
Mémoire  :    1"  que   le   système  quadruple    (  //.  //',  e.  »•')   possède 


i3  invariants,  dont  les  expressions,  données  par  les  formules 
du  Mémoire,  deviennent,  quand  on  prend  pour  formes  fondamen- 
tales celles  que  définissent  les  équations  (2)  ci-dessus  : 

A  =  bg*   -  ifgh      -+-  Ch  '.  k'=b'g*-  if'gh  ■+■  C'  A2, 

C  =  bg*  —  i/g'h'-~  ch*,        C  =  b'g'i—  zfg'h'-h  c'h'*, 

B  =  bgg'  -/<  gh!  -  hg')  -+-  chh\ 

B'=b'gg'—f(gh'-hhg')-+-c'kh', 

D=6c—  /*,        1  =  bc' —  2ff  +  cb' ,         D'=6V— /'*, 

r  =  hHfc'  -cf')  +  gh{  ch'    -bc')-h  gh'bf  -fb'  1, 

r'  =  A'2  |  fc  -  cf  )  -r-  g'  h'  1  eb'  —  bc'  )  —  g'*  \  bf  —fb'), 

K  =  hg'-gh\ 

\  A.'=zhh'(fc,—  cf')-h(gh'+hg')(cb'  —  bc')         ..     bf'—fb'). 

2"  Que  le  système  triple  (U,  V,  V)  possède  six  invariants,  dont 
les  expressions  en  fonction  des  précédents,  données  par  les  for- 
mules (-2)  du  Mémoire,  deviennent,  quand  on  définit  U,  V,  V, 
par  les  équations  (1)  ci-dessus  : 

Jlo  =  a  (a-C  —  zaa'B  —  a'- A  —  a  A2). 
eHo'=  a2(  a-C  —  laa  B'  -+-  a'2A'—  a  A2), 
CD  =  a(aD-   A  |, 
3  =  a  f  a2 1  —  a  <  A'  -+-  2  B  >  -t-  a'  A  J . 
F   (£)'=  a2(a2D'  —  îaB'-rfl'.V-  A2  1. 

§  =  a3[a«r—  aa'A'-  a'2r~  «1  B'—  C  lA  +-  a'{  B  -  A)  A  4- A3]. 

Ces  formules  (4)  fournissent  donc  immédiatement  une  série  de 
six  invariants  ou  péninvariants  du  système  ternaire  (s,  s'),  savoir 


(A) 


(5) 


-JU, 


-V. 


-  iD.       -3 
a  a 


ÛE>\ 


On  sait  d'ailleurs  que,  pour  un  système  de  formes  ternaires  res- 
pectivement d'ordres  n,  ra',  n" l'ordre  du  covariant  pur  avant 

pour  source  un  péninvariant  donné  de  poids  n  et  de  degrés  0.  h' . 
6",  ...  par  rapport  aux  coefficients  des  diverses  formes,  a  pour  va- 
leur nH  -f-  /i'ô'-h  «"9"-}-...—  |  -.  Pour  le  système  (s,  s1),  Tordre 
du  covariant  pur  ayant  pour  source  un  péninvariant  donné  de 
degré  total  H  et  de  poids  -  est  donc  2 9  —  §7:  (les  coefficients  n .  a '. 
devant  d'ailleurs  être  regardés,  pour  le  calcul  de  -,  comme  de 
poids  o  ;  g,  h .  r'.  h',  comme  de  poids  1  ;  h,  h' .  r.  r' ,  /",  /"',  comme 
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de  poids  a  |.  En  Lenanl  compte  de  celle  règle  el  des  formules  (2>) 
el  |  [),  on  trouve  dès  lors  que,  des  six  péninvariants  de  la  série 
i  5),  les  deux  premiers  sont  les  sources  des  deux  c© variants  biqua- 
dratiques,  le  troisième  est  un  invariant,  le  quatrième  et  le  cin- 
quième sont  les  sources  de  deux  covariants  quadratiques,  le 
dixième  la  source  d'un  covariant  cubique.  En  ce  qui  concerne 
l'invariant,  il  n'y  a  évidemment  aucune  réduction  ultérieure  à 
chercher  :  désignons-le  par  (D),  nous  aurons 

(6)         (D)  =  —  =  aD  —  A  =  abc  -h  ifgli  —  af*—bg*—  ch*, 

Pour  réduire  les  autres  péninvariants  aux  formes  les  plus  sim- 
ples possibles,  écrivons  la  série  des  résidus  des  péninvariants  (5) 
pour  a  =  o 

a'*A;     a'(a'A'— A*);     —A;     «'A;     a'A'— A»;     a'2r—  a'(B  —  A').V-+-  A^; 

A  l'inspection  de  ces  résidus,  on  aperçoit  qu'il  suffit  d'ajouter 
au  premier  et  au  quatrième  péninvariant  le  troisième  multiplié 
par  o'-  et  //'.  et  au  second  le  cinquième  multiplié  par  —  a',  pour 
pouvoir  diviser  par  a  ;  la  série  (5)  peut  donc  être  remplacée  par 
la  série  plus  simple 

JU-t-a'8®       d»'—  «'CD'       CD       :>  —  «'  CD       CD'        Q 
'  a1  a*  a  a-  a-        a3 

La  seconde  de  ces  expressions  (^)  fournit  un  invariant  symé- 
trique de  (D),  et  que  j'appellerai  (D'), 

(8;  (D')=  a(°'7   l0   =a'V'—C'  =  a'b'c'-hif'g'h'—  a'/'2  —  b' g'*  —  c' h1* . 

La  quatrième  fournit  aussi  un  invariant,  que  je  désignerai 
par  (I),  savoir 


(  I  )  =  =  al  -r-  a  D  —  A  —  2  13 

=  a'(bc— /*)-+-  b'(ac  —  g*  l       c'|  ab  -  h*  | 

■+■  ifXgh  —  af)  -+■  2g'(fh  —  bg)  +  2 h' (Jg  —  ch). 


La  première  el  la  cinquième  fourniraient  des  sources  de  cova- 
riants  quadratiques  \  mais,  comme  leurs  résidus  pour  a  =  o  sonl 


respectivement  a'2D — za'B —  A'2,  a' A'— A2,  il  esl  évidemment 
possible  de  les  combiner  entre  elles  et  avec  la  quatrième  (dont  le 
résidu  est  a'\y  —  A' — ?.H),  de  manière  à  pouvoir  diviser  encore 
une  fois  par  a  :  on  obtient  ainsi,  à  la  place  d'un  de  ces  deux  co- 
variants  quadratiques,  un  invariant,  savoir  Je  symétrique  de  l'in- 
variant (I)  trouvé  ci-dessus 

(10)      (I')=  (°  +  a  \  ~  *1'  =  a'I  +  aD'-C-2B'=a(6'c'-/'»)  +  .... 

Il  reste  une  source  de  covariant  quadratique  ;  on  peut  lui  don- 
ner, en  combinant  convenablement  la  première  et  la  quatrième 
des  expressions  (7),  une  forme  sMiiélrique  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  s  et  s\  et  l'écrire 

a'X  —  X 

l   wo  =  z =  cia  I  —  al  —  a  A  +  A' 

\  a2 

1         =  (ac  —  g-)(a'  b'  —  h'*)  -\-{ab  —  h*)(a'c'—  g'-) 

\  -*(gh-af){g>h,-a,f). 

w0  sera  la  source  d'un  covariant  quadratique  «'. 

Je  désignerai  enfin  par  t  le  covariant  cubique  irréductible  qui  a 

pour  source  —  G  ;  on  aura  donc 
1  a3  ° 

i   t0=  —  G  =  a2r'—  aa'A'+a'2r-+-a(B'—  C)A-4-a'(B  —  A')A-+-A« 
\  «3  ' 

=  (àg'  —  gh'Y-ir  (hg'  —  gh')(ag'  —  ga')(gb'  —  bg1  -hfh'—  Af) 

+  {bf'-fb')(ag'-gay 

-+-  (hg'  —  gh')(  ah'  —  ha'){hc  -  ch'+fg'—gf) 

-+■  {fc'  —  cf  ) ( ah'  —  ha' )"-  -h(cb'  —  bc')(ah'  —  ha  )(ag'~  ga') . 

Les  résidus,  pour  a  =  o,  des  six  invariants  ou  péninvariants 
définis  par  les  formules  (6),  (8),  (9),  (10),  (11)  et  (12)  sont  res- 
pectivement 

—  A,     a'D'—C'j     a'D  —  A'—îB,     d\  —  G  —  aB',     h."-  —  d  k\ 
A3-+-a'(B  —  A')A-4-a'»r. 

Admettons  pour  un  instant  que  le  système  (s,  s')  possède  des 
invariants  ou  des  péninvariants  purs  distincts  des  six  déjà  trou- 
ves. On  devra  dès  lors  pouvoir  former  des  fonctions  des   six  re- 


fis)   < 


si d ii s  écrits  ci-dessus,  qui  s'évanouissent  identiquement  lorsqu'on 
\  remplace  les  invariants  binaires  par  leurs  valeurs  (3);  et,  si  Ton 
suppose  ces  fonctions  ordonnées  par  rapport  à  a',  le  coefficient 
de  chacune  des  puissances  de  a'  devra  s'évanouir  séparément,  soit 
identiquement  par  rapport  aux  invariants  binaires  qui  y  entrent, 
soit  en  vertu  îles  syzygies  qui  relient  ces  invariants  (syzygies  qui 
sonl  au  nombre  de  vin»!,  comme  je  l'ai  montré  dans  le  Mémoire 
cité  plus  haut».  Considérons  en  particulier  le  terme  indépendant 
de  a'  :  il  devra  exister,  toujours  dans  l'hypothèse  admise,  des 
fonctions  de  quelques-uns  au  moins  des  invariants  binaires 

A,     C,     A'-t-îB,     C-4-2B',     A»,     A\ 

qui  se  réduisent  à  des  identités  ou  s'évanouissent  en  vertu  de 
syzygies.  La  seule  identité  possible  est  évidemment 

I  \3  1- —  (A-  »3  =  0: 

et  en  efl'et  nous  verrons  tout  à  l'heure  que  t2Q — u'I  peut  s'ex- 
primer en  fonction  des  autres  péninvariants,  mais  sans  avoir  be- 
soin d'introduire  des  formations  nouvelles.  Quant  à  former  des 
syzygies  entre  les  six  quantités  écrites  ci-dessus,  on  vérifie  sans 
peine,  en  se  reportant  aux  syzygies  données  dans  le  Mémoire 
précité  (et  que  j'aurai  d'ailleurs  occasion  de  reproduire  plus  loin 
in  extenso)  ('),  que  la  chose  n'est  pas  possible.  Le  système  ter- 
naire (s,  s1)  ne  possède  donc  pas  d'autres  invariants  ou  covarianls 
purs  distincts  que  ceux  que  nous  avons  obtenus,  savoir  : 

i°  Les  quatre  invariants  (D),  (I),  (F),  (D'),  dont  les  degrés  par 
rapport  aux  coefficients  de  s  et  s'  sont  respectivement  (3,o), 
(2,1),  (1,2),  (o,3);  je  les  écrirai  désormais  D,  I,  1',  D',  les  inva- 
riants binaires  précédemment  désignés  par  ces  lettres  ne  devant 
plus  reparaître  dans  la  suite  de  ce  travail  ; 

2°    Le  COVariant  quadratique  n\  de  degré  (2,2  i  ; 

3°  Le  covariant  cubique  /,  de  degré  1  3,3  1. 

J'ai  dil  que  /-' -  w\  peut  s'exprimer  en  fonction  des  péninva- 
riants. d.u  Bystème.  En  effet,  les  six  invariants  binaires  JU,  A/,  (£>, 


(  '  )  Kormuli 
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(o\  3,  (/,  sont  liés  (voir  le  Mémoire  déjà  cilé  )  par  une  svzvgie  el 
une  seule,  savoir 

g*  =  X&,'3  -  A,SCD'—  Jo'*(Q. 

Or,  des  formules  (6),  (9),  (1  1),  (10),  (8),  (12),  on  tire  succes- 
sivement 

©  =  aD, 

3   =  a2 1  —  a  (D  =  a  (  a  I  —  a  D  ), 

efto  =  «' 5  —  a2  «>o  =  a{  aa'l  —  a'2D  —  a  w0  i, 

CD'  =  a3 1'  -r-  cl)  —  a  3  =  a2  (  a  I'  —  w0  ), 

,,V  =  a'dfc)' —  a4D'  =  a2(aa  T —  a'tv0 —  a2D'), 

il'  =  a**„. 

Portant  ces  valeurs  dans  la  syzvgie  binaire,  on  trouve,  toutes 
réduclions  faites, 

tl  =  (rg  —  (a  Y —  a'\  urj-  [a2ID'-f-  aa'l  II' —  3DD')-f-  a'2I'D]cv0 
—  a3  DD'2  +  an- a'  D'  (  2  l' D  —  I2  )  —  «a2  D  (  2 ID'  —  I'2  )  —  a'3  D2  D'. 

De  cette  relation  entre  les  péninvariants  et  invariants  ternaires, 
on  conclut  immédiatement  qu'il  existe  entre  les  invariants  et  co- 
variants  purs  du  système  (s,  s' )  la  syzvgie  suivante  : 

(  r-  =  ipi— (l's  +  is')fps+  [ID'**-»-(ir—  3DD,)«'-fI'D*'s]«' 

(  —  DD'2ss  +  D'(2l'D  —  I2)s2s'-hD(2lD'  -  I'2)ss'2  —  D2DY3. 

Cette  svzvgie,  d'ailleurs  bien  connue,  est  la  seule  qui  relie  ces 
formations,  puisque  les  invariants  binaires  dont  elles  dérivent 
n'étaient  liés  eux-mêmes  que  par  une  seule  svzvgie  :  elle  est  bien 
de  la  forme  prévue  plus  haut  d'après  la  considération  des  résidus. 

Les  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir  n'ont  évidem- 
ment rien  de  neuf;  mais  il  était  utile,  ne  fût-ce  que  pour  légitimer 
plus  complètement  la  méthode  employée  dans  tout  le  cours  de  ce 
travail,  de  montrer  comment  cette  méthode  permet  d'y  arriver  en 
utilisant  exclusivement  les  données  fournies  par  les  théories  du 
domaine  binaire,  sans  faire  intervenir  aucune  considération  de 
variables  ternaires  contragrédientes. 

!2.  Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  des  contreva- 
riants  et  (\c>  co variants  mixtes  appartenanl  au  système  (s:  s). 
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Nous  avons,  pour  cela,  d'après  les  principes  rappelés  a»  début 
de  ce  travail,  à  adjoindre  aux  trois  formes  binaires  U,  V,  V,  dé- 
finies par  les  formules  (i),  une  quatrième  forme,  savoir 

dit  U'=(aïj  —  A£)Y-+-(aÇ  —  g^ 

où  ;,  7),  Z  sont  trois  variables  contragrédientes  à  x.  r.  c  ;  à  former 
les  invariants  communs  à  la  forme  U',  traitée  comme  si  ses  coef- 
ficients étaient  des  constantes,  et  au  système  (U,  V,  V);  enfin,  à 
combiner  ces  invariants  entre  eux.  et  avec  «,  «',  H,  traités  comme 
invariants  auxiliaires,  de  manière  à  diviser  par  a  le  plus  possible  : 
toutes  les  expressions  ainsi  obtenues,  qui  ne  seront  plus  réducti- 
bles par  le  même  procédé  à  d'autres  plus  simples,  seront  soit  des 
contrevariants,  soit  des  sources  de  covariants  mixtes  du  système 
(s,  s'),  et  fourniront  la  totalité  des  contrevariants  et  pénin variants 
mixtes  distincts  que  possède  ce  système. 

Ainsi  qu'il  a  été  dit  plus  haut,  le  système  binaire  (U,  U',  V,  V) 
possède  treize  invariants,  dont  six,  où  n'entrent  pas  les  coefficients 
de  U',  ont  déjà  été  écrits  [formules  (4)],  et  ont  servi  à  trouver  les 
invariants  et  péninvariants  purs  du  système  ternaire  (s,  s').  Les  sept 
autres  sont  les  analogues,  pour  le  svstème  ternaire  (U,  U',  V,  V), 
de  ceux  que  j'ai  appelés  B,  B',  C,  C,  Y',  A,  A'  [formules  (3)],  pour 
le  système  (m,  u',  c,  v')  :  je  les  désignerai  respectivement  par  les 
lettres  ii!>,  ilï>',  £,  Z' .  {{',  £_,  4^':  et  je  les  calculerai  successivement 
au  moyen  des  formules  (68)  du  Mémoire  déjà  cité,  en  faisant 
simplement  dans  ces  formules 

a0  =  ah' —  ha',  a„  =  at\  —  h\, 

a1  =  ag'—ga',  a\  =  aÇ  —  g\, 

b0  =  ab  —  /i2,  b'0  =  aib'—zahh'-+-  h*a  . 

bi  =  af—  g/i,  b\  =  a"-f  —  a  ( gli  -+-  hg')+-  ghd ', 

b2  =  ac  —  g*,  b'2  =  a^c'  —  -zagg'-h  g2 a'. 

Il  est  avantageux,  dans  ces  calculs,  de  prendre  a  comme  lettre 
ordonnatrice,  afin  d'apercevoir  immédiatement  les  réductions  pos- 
sibles, cl  de  calculer  au  préalable  les  quatre  quantités  auxiliaires 

ft  =  a^a\  "+~  a\  a'o<         /  =  ht  b'0  —  bn  b \ . 

/■,/>'„        b7  /?, .  a"  —  bn  b\        h:  h'fi. 


—  Il 

dont  L'introduction  permel  d'écrire  ainsi  les  expressions  des  sepl 
invariants  à  calculer 

ll!i  —  aia\b0-h  a0a'0b-2 — 0  6,, 
lIV  =  «i  a\  b'0  —  a0  a'0  6'2  —  §b\, 
C   =  a\2  bQ  —  ia'0  a\  6,  —  rt02  è2, 
G'  =  a\2  b'0  —  2  a'0  a\  b\  +  a'02  b\ , 
y    =  «02  X'-f-  a„  a,  A  —  a ['-  /.", 

£'  =  2 a0 a',  //  —  6 À  —  ■>«! a,  /.'. 

Je  poserai,  en  outre,  pour  abréger  l'écriture 

A  =  bc  --/»,         F  =  ffh—  af, 

(i5)  B  =  ac—  £•*,        G=/A  -6^, 

'  G  =ab  —  h*,         II  =fg  —  ch; 

et  de  même  A',  B.  G',  F.  G'.  H',  avec  les  lettres  accentuées;  ce 
qui  permet  d'écrire  ainsi  les  invariants  et  péninvariants  déjà 
trouvés 

D   =Aa+G^  +  HA  =  B6+  F, f  —  II  /«  =  Gc+G^-t-  F/, 
I     =  Aa'-t-B6'+  Cc'+âF/'+îG^'+îHA', 
{  w0=  BC-4-CB—  2FF'. 
t0   =(B'k-hH'a-+-F'g     Cff'      V  h  '-   r 

—  (BA'— Ha'-r-F^')(CV—  F'*  +  G'a), 

et  d'écrire  les  identités 

.    \g  -+-  G  c  —  H/  =  ...  V  A  -+-  G/  +  H6=o, 

u  ;  i  B/+Fc  +  H^  =  o,  b  /i  -  F  ^  —  H  a  =  o. 

(  C/  +  F6-G6-  =  o.         C^-^F/i  — G«  =  o, 

ainsi  que  celles  qui  s'en  déduisent  en  accentuant  toutes  les 
lettres. 

Il  convient  enfin  de  rappeler  qu'étant  donné  un  péninvariant 
mixte  du  système  (5,  s'),  de  degré  total  h  par  rapport  aux  coefli- 
cients  de  s  et  de  5',  de  classe  8'  (degré  par  rapport  anx  variables 
ç.  r,.  Ç),  el  de  poids  iz  par  rapport  à  ./-  1  en  considérant  ;  comme 
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de  poids  n.  ■ri  et  ^  comme  de  poids  i),  Tordre  du  covariant  mixte 
correspondant  sera  28  +  8' —  |  it. 

Cela  posé,  calculons  d'abord  l'invariant  le  plus  simple,  £.  On 
trouve 

£  =  a[a(h%  —  g\)  -+-  (  kg'  —  gh')\  4-  «'(^vj  —  AÇ] , 

-  f  est  donc  la  source  d'un  covariant  mixte  de  classe  i,  que  la 
a   ^-  7    ] 

règle  rappelée  ci-dessus  nous  apprend  être  du  second  ordre  en  je, 
î  .  s.  Je  le  désignerai  par  S 5  sa  source  o0  s'écrira  plus  symétri- 
quement 

f 
(18)         o„  =  ^  =  (hg'—gh')^-+-(ga'—ag')rl^(  ali  —  ha  )*. 

Le  calcul  de  l'invariant  ift  donne 

ifb  =  a  |  a* [C/*' -/£•>,  4-  (bg'-fh')Q 

■+■  a[(H/i'-f-  G^')ï+  H  a' 7]  -1-  Ga'^+(%'-  ^A')(^  -  AÇ)] 

4-  a'g(ô^-4-  c/i*—  2/^/1  )  {. 

Sî  l'on  ajoute  au  péninvariant  mixte  -  ii!>  le  péninvariant  mixte 
composé  a'jjD,  il  est  clair  qu'on  pourra  diviser  par  o*,  et  rempla- 
cer -  \iï>  par  un  péninvariant  plus  simple,  que  je  désignerai  par  a0, 
et  dont  l'expression  est 


09) 


a0=  —  <  111)  +  aa'p) 


:(Afl'+G^+HA')5+(Hfl'+  F^'+B/nr, 
+  (G«'+C^+FA,)Ç. 


Ce  péninvariant  étant  de  degré  (2,  1),  de  classe  1  et  de  poids  4i 
le  covariant  mixte  correspondant  a  est  linéaire  en  <£,y}  s,  comme 
en  l,  r\,  Ç. 

Le  calcul  de  l'invariant  ©  donne 

G  =  a  j  aî(6Ç»_  2/kjÇ  ■+■  C7)»)-t-  «[îG^Ï  -4-  aHÇi)  —  (gt\  —  AÇ)*3 

En  ajoutant  au  péninvariant  mixte  —  G  le   péninvariant   mixte 

compos.'  I):-'.  on  pourra  évidemmenl  diviser  encore  par  a,  ce  qui 
donnera  un  péninvariant  mixte  plus  simple^  de  degré  (2,  o),  de 
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classe  2,  de  poids  4,  et  correspondant,  par  suite,  à  un  covariant 
d'ordre  o  en  x,  y,  z\  ce  sera  donc  un  contrevariant,  que  je  dési- 
gnerai par  t,  savoir 

,  20  )     a  =  ^±1'^  =  \tf  +BV  +  C;»+  2FtjÇ  -+-  aGft  ■+■  2  II  gij. 

Le  calcul  de  l'invariant  itë>'  donne 

iil,'  =  a2j  —  a8(  H'r(  •+-  G'Ç)H-a[(G'^H-  H'A)£—(F>-4-  B'A)ri  —  (F'A-f-  G»Ç] 

-t-S(C'*-"+B'A«4-aF>A)j( 

Si  l'on  ajoute  au  péninvariant  mixte  —  iil>'  le  pénin variant  mixte 

composé  %w0,  on  pourra  évidemment  diviser  encore  para,  ce  qui 
donnera  un  péninvariant  mixte  de  degré  (i ,  2),  classe  1 ,  de  poids  4i 
et,  par  conséquent,  un  covariant  mixte  linéaire  en  x,y,  z  comme 
en  ç,  rn  Ç.  Pour  que  l'expression  de  ce  péninvariant  corresponde 
exactement  à  a0  [formule  (19)]  par  simple  permutation  des  ac- 
cents, il  suffit,  comme  on  le  vérifie  sans  peine,  de  le  prendre  en 
signe  contraire  et  d'ajouter  le  péninvariant  composé  I'ç.  On  peut 
donc  poser 

(ai)       «„=IS 

=  (A'a-t-G'#H-H'A)Ê  -t-(H'a-t-  F>  +  B'A)ij  +(G'a  +  C'^+  F' A  iÇ; 

a'  sera  un  covariant  mixte  linéo-linéaire,  symétrique  de  a. 
Le  calcul  de  l'invariant  ©'  donne 

e'=a«|a»(c^«-a/'iiC+6'Ç«)+aa[(^^A^)Çii+(A/-^K-(«''J-*C)(^'ri-A,0] 
-H(^6'-a^A/'+A»c')Ç«+a(^A'-A^)(AÇ-^)aH-a'(^ij— AÇ)«j. 

Pour  simplifier  le  péninvariant  mixte  fourni  par  —  G',  on  peut 

tout  d'abord  y  ajouter  a! '<t,  ce  qui  rend  tous  les  termes  divisi- 
bles soit  par  a,  soit  par  £;  puis  ajouter  le  péninvariant  compose 
—  2a0£,  ce  qui  ne  laisse  subsister  que  des  termes  divisibles  para 
ou  par  ç2.  Le  coefficient  de  ;2  devenant  ainsi 

b'  g-^r-  c  A'2  —  if  gh  —  A  a' —  iG  g' —  2  II  h', 

on  voit,  en  se  reportant  à  la  formule  (g  ),  qu'il  suffît  d'ajouter  en- 
core  I  z-  pour  ne   plus  laisser  subsister  que  des  termes  divisibles 


-  \l  - 

par  a.  Effectuant  la  division,  on  arrive  à  un  péninvariant  de  degré 

î.  ii.  de  classe  a,  de  poids  4-  correspondant,  par  suite,  à  un  co- 
variant  mixte  d'ordre  o  :  c'est  donc  un  contrevariant  de  classe  2, 
que  je  désignerai  par  ©.  On  trouve,  pour  son  expression  qui  est 
symétrique  par  rapport  aux  coefficients  de  s  et  de  5', 


\ 


V    -a*  a  7  —  9.a0;  — I;2> 


a' 
(22)  l       =[(6c'-hc6'      2/'/")^  —  (ca'+ac'—  igg')rr 

J  -+-(6a'      ab'—  zhh' )Ç*-h  z(gh'-ï- kg1—  af— fa')i\% 

-  »(/*'+  «/'-  cA'-  Ac')h  +  2(/A'+  A/'  -  ■  6^'-  **')&]. 

Le  calcul  de  L'invariant  (/donne 

(,' ■=  a'  j  a»[(/e'-  q/")V+(c6'-  &e')*)Ç-t-(*/'-/»')Cl] 
+  «2  [(c^A'  ■+-  chg'^r  g*f  —ghc'  —  2/^'  )  r,2 

-4-  (  /i2  C  —  ^T2  6'  -I-  2  &£■#'  —  2  cA  A  ' )7|Ç 

-h  (^Aô'-f-  2/AA'  -  bgh'  -  bhg'—  A»/')C 
H-  {%chf  —  ifhc '  —  bgc'—  cgb')£r\ 

-+-(zfgb'—  ibgf  —  bhe'—chb')&] 
—  «  [(/A2c'—  ch-j"  —  cghb'—  bghc'-h  bgif'—/gib'  1;- 
1  /V-  a  '  —  cgha'  -+-  g-  h  g'  —  g*  h'  )r,2 
-h(bgha'—fh*a'-h  h*g'—  gh*h'  \  Ç* 
+  <  gh*c'-h  g*b'—  ibg*g"-    2ch*g'     ig*-hf'-+-  yfghg1)^ 
+  (-ibg*h'-\   %gh*f-+-  ich^K—  g'-hb'—  bïc'—kfghh'  1  gÇ 
-4-  (  ch  -  a  '  —  bg-  a!  -H-  2  ,^2  A  /*  '  —  2  A'/* 2  £"'  >*j£] 
-+-  (  A#'  —  gh! ) (  A#« -+-  c/< 2  -  a/^-A  >£«  -+-  a'\{  bg*  +  cA »      •>./>//  )  |  g- »)  —  A£ )  j . 

\  l'inspection  dos  termes  de  —  (/',  qui  ne  sont  pas  divisibles  par 

a .  on  voil  immédiatement  qu'il  suffît  d'ajouter  le  péninvarianl  Do0ç, 
pour  les  faire  disparaître  en  totalité.  Divisant  alors  par  «,  on  ob- 
tient un  péninvarianl  dedegré(3,  1),  de  classe  2,  de  poids  6,  cor- 
respondant, par  conséquent,  à  un  covarianl  mixte  Linéaire  en 
./■.  r.  c.  Comme  il  n'esl  pas  possible  <le  construire,  avec  les  for- 
mations déjà  trouvées,  un  péninvarianl  composé  de  même  degré 
ei  de  même  classe,  il  est  inutile  de  chercher  une  réduction  plus 
complète.   Je  désignerai  donc  par  [3  le  covariant  mixte  Linéaire 

dont     il    s'agit;    >a    source    (30    aura    pour  expression,    tons    calculs 


—  i:; 

faits, 

ft0  =  <j"+«8D3qS 
a3 

=  J[A(  hg'-gh')+G(hc'-gf')  +  H  i  hf—gb'  »]  g» 

-+-  [B(g/i'  —  «/')■+-  F(gg'—  ac')+  H(ga'—ag')\r* 


(23)   < 


-T-  [C  («/'-  A^-')  +  F(  ab'—  hh')-±-  G(ah'—  ha'  )]^- 
■+-  [B(a6'-t-  ba  —  ihlt  )  —  C(#<?'+  ra'-  igg  )\r^ 
+  [B(hf'-gb')-i-A(ga'-ag')+G(gg'-ac') 

+  H  (À*'—  a/')  +  F  (  //r'  -  -/"  ;]  fr 
H-  [C(Ac'—  gf)  -h  A(aA'—  ha')  +  H(aA'  —  AA') 

+  G(a/'-A^)H  F(V'-^')]5C- 

Enfin  le  calcul  de  l'invariant  .(^  donne 

J^  =  a2  (      a3[(cb'  g'  —  bc' g'-k-  ifc'K —  acf  A ')■»] 

-+-  (  db'h'  —  bc  li ' -r-  ibf'g'—  ifb'g')*] 
—  a-  Ubhc'g' —  cgb' h' -\-  bgc'  h' —  tfhc'h' 

+  i  chf  h'  —  chb'  g'  -t-  ifgb'g'  —  2  bgf  g'  )  % 
■+-  [cg{  •?.  k-  —  a  b' )  -+-  bg{ig'2-<r  de)  —  ifhdc'-r-  icha'f 

_|_  fcî  C. V—  2  gAc'  /( .'  —  j/^'  A' -H  #2 I  2/'  A'  —  6V)]  r, 
-+-  [bh(a'c —  "2 g'2)  —  rh(d  b' -+-  2 h'2)-+-  ifga'b' —  ibga'f 

_  Ai,  C'A'-  if  g')-  g*b'h'+  2ghb'g'-h  tfhg'h'Xl 
■+-  a  j  [ —  2H^a'6'+  2GAa'c'+  i(  bg2 —  ch-)d f  —  g-/i{b'  g'  —  2/' A'  1 

-h  g/i2(  c  li  -+■  if'g  )  -4-  £-3  A'  A'  —  A3  c'  £■'  ]  ; 
+  [iHga'  />'-+-  g3 (a' b' —  1/1'2  )  -t-  gh2(  a'  c' —  zg1*  1 

-h(4fgh  —  ch2-  3bg*)a'g'-ï-  ig*h  (  ig'h!      "'./"  )]r, 
-4-  [  —  2  G  ha'  g'  +  h3  (  2  A'-  —  œ'c'  )  -h  g2  h  (  2  A'2  —  a'  b'  ) 

+  (bg2-h  3ch2  —  i/gh  )a'h'-+-igh*(a'f—  ->.g'h')\Y^  J 
+  a\  cA2H-  bg*-ifgh)l{hg'-gh')\  +  ^a'ï;  -  fta'Ç). 

A  l'inspection  de  cette  formule,  on  voit  immédiatement  qu'en 

ajoutant  au   péninvariant  —,   le   péni avariant  composé   Da'o0.  le 

résultat  sera  divisible  par  a,  ce  qui  donnera  un  péninvariant  mixte 
de  degré  (3,  a),  de  classe  1,  de  poids  (5,  correspondant,  par  suite, 
à  un  covariant  mixte  d'ordre  2  en  .r,  )',  ;.  Pour  obtenir  une  ex- 
pression plus  simple,  j'ajouterai  encore — Io0,  ce  qui  permettra 
de  diviser  par  2.  Désignant  ce  nouveau  covariant  mixte  par  £. 
nous  aurons,  pour  l'expression  de  sa  source  z0,  tous  calculs  fails. 


f'      Da2a'80— Ias80 

~  L'  ' 

—  (G'«       G' g       F' A  i.  Il;       Brt       I":  i|. 


=  [(H'a-i-F>-+-B'A)(G-È       Vr,      CÇ) 
24)  aa3 
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3.  En  résumé,  les  treize  invariants  du  système  binaire (U,l   .  \  ,  \   ) 

nous  ont  fourni,  pour  le  système  ternaire  <  S,  s'),  quatre  invariants, 
deux  covariants  puis,  deux  contrevariants  et  cinq  covarianis 
mixtes.  Les  sept  dernières  de  ces  formations  se  répartissent  comme 
suit,  au  point  de  vue  de  leur  degré,  classe  et  ordre  respectifs  : 


Degré  par  rapport 
aux  coefficients      Classe.      Ordre. 


de  s.       de  s' 


Conl  iv\  ariants 


9, 

o 

2 

O 

1 

i 

2 

O 

2 

î 
i 

I 
l 

I 

! 

3 
I 

i 
i 

2 

I 

1 
2 

3 

2 

1 

2 

Covariants  mixtes 


11  ressort  immédiatement  de  ce  tableau  que  le  système  des  con- 
trevariants et  des  covariants  mixtes  n'est  pas  encore  complet  :  car 
le  contrevariant  a-  et  les  covariants  mixtes  fi,  s,  ne  sont  pas  symé- 
triques par  rapport  à  s  et  s',  et  leurs  symétriques,  que  nous  pou- 
vons désigner  d'avance  para-',  j3\  s',  ne  figurent  pas  dans  le  tableau. 
Nous  devons  donc  nous  attendre,  en  poursuivant  l'application  de 
notre  méthode,  c'est-à-dire  en  combinant  convenablement  entre 
elles  les  formations  déjà  trouvées,  en  vue  de  diviser  le  plus  pos- 
sible par  a,  à  rencontrer  au  moins  les  trois  formations  nou- 
velles t',  (3',  s',  reliées  chacune  aux  formations  antérieures  par 
une  syzygie  qui  sera  la  traduction  immédiate  de  la  combinaison 
qui  leur  aura  donné  naissance.  C'est  la  recherche  que  nous  allons 
maintenant  aborder. 

Pour  cela,  écrivons,  en  les  distinguant  par  un  astérisque,  les 
résidus  pour  a  =  o  des  invariants,  contrevariants  et  péninvariants 
obtenus  jusqu  ici  : 

*l  =  ka  +2G^'+  aHA'—  (b'g*  +  c'h1—  ifgh  I, 
•I       i:  A  -+-  Ce    -HaF'/H-aG'^+aH'A, 
»D'=  W-+-  G' g'  ■+■  H'A', 

i  G  g*  I   îF'gh   •   B'A«), 
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%  =  a*[g*(bf-fb')  +  ffk\  ob'  -  bc')  +  hH/e'-  cf)]  -  <  kg1  -  gh  r 

+  a'  (  A#'  —gh'){  bgg'  -+-  c/*/j'  -t-  2  £-A/'  —  ^2  //  -  h  *  r  '  —fgh'—fhg') . 

%       =(hg'—  ghr)\      a'(gT\  -  //:,), 

♦a,      =  «'(A^Ht)  +  GÇ)  -+-  (<V  +  HA')£  +  {hg'-gh')i  5-7)  -  AÇ), 

*ff         =  A^+aGK  -4-aHlr)  -  (A'r,  -  /^)2, 

V0      =(G>h-H'A)Ç  +  (F>-+-B'A)ij+(G'5-  +  F'A)Cj 

*<p  =  (ôc'  +  cè'-2^')^-l-a'(c7j2-2/riÇ4-6^)-2(^-AÇ)(^'Tj  —  A'Ç) 
+  *(fg'+gf-  hc'-  ch')h  +  2(/A'4-  A/'-  &#'-  ^6')K, 

*p0  =  ^[A(A^'-i?A')+H(A/'-^')+G(AC'-^/')]+(A^-^A'X^ri-AÇ)ï 
+  «'[H^V-  GAÇ*-h(G<?  -  HA)ï)Ç  -+-  AÇ(^t)  -  AÇ)] 
+  ^[A^c'-  <#'  )  +  é*{gb'  -  &£"')  -+-  *gh{fg'-  gf)\ 
-+-  ^[A2(cA'  — Ac')  h-  g*(bh'—  hb')  -+-  %gh(h/'—/h')], 

*e=(F'^  +  B'A)[G|-hA(^-AÇ)]-(GV-4-F'A)[H^-^(^7i-AÇ)]. 

En  examinant  ces  expressions,  on  remarque  tout  d'abord  que, 
dans  le  produit  *80*a0,  les  coefficients  de  r,-,  rX,  Ç2  ne  diffèrent 
que  par  le  facteur  a'  de  leurs  valeurs  dans  *[30.  Donc 

a'*p0—  *8o*«o 

est  divisible  par  £.  Si  l'on  effectue  la  division,  on  trouve  pour  quo- 
tient *£0.  Donc 

«'*p0—  *a0*80—  VBo=  », 
et,  par  suite, 

a'îio—  a080—  ?£o 

est  divisible  par  a,  ce  qui  fournit  un  nouveau  péninvariant,  de 
degré  (2,  2),  de  classe  2,  de  poids  6,  correspondant  par  consé- 
quent à  un  co variant  mixte  linéaire  en  or,  y,  s,  irréductible  aux 
formations  précédentes,  et  que  je  désignerai  par  y.  La  svzvgic  qui 
le  définit  est,  d'après  ce  qui  précède, 

(  25)  s  y  =  *'(3  —  20  —  et:. 

(Je  désignerai  désormais  par  tt  le  covariant  identique 

dont  la  source  est  £.)  On  trouve  pour  expression  de  sa  source  y0 
tous  calculs  faits, 


■26  )     • 


(HG'— GH')£*-+-(BF'— FB')t)»-t-(FC'— CF')Ç« 
(26)  <  +(HG'—  CH'-+-FG'—  GF')& 


-+-(HF'—  FH-4-BG  —  GB  )Çij  -t  (BC— CB')r,Ç. 
XVIII. 
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On  voit  que  y„  ne  fait  que  changer  de  signe  (comme  o0  et  /0) 
quand  on  permute  les  coefficients  de  s  et  ceux  de  s'.  La  même 
opération  laisse  évidemment  -  invariable,  et  change  a,  [j,  s  en 
leurs  symétriques  a',  3',  s'  ;  si  donc  on  l'applique  à  la  syzygie 
ce  qui  doit  donner  encore  une  syzygie  en  raison  de  la  symé- 
trie évidente  du  système  par  rapport  aux  deux  formes  fondamen- 
tales s,  5',  on  obtient  cette  nouvelle  syzygie 

(37)  sp'  =  —  s'y  —  *'8-+-e'ic, 

laquelle  renferme  les  deux  covariants  non  encore  rencontrés  fi' 
et  s',  et  nous  apprend,  dès  à  présent,  comment  $'0  pourra  être 
obtenu  par  l'application  de  notre  méthode,  lorsque  nous  aurons 
obtenu  e'0. 

Pour  obtenir  e'0,  il  suffit  de  remarquer  que,  si  l'on  forme 

a'%-H*«'o*o0> 

les  coefficients  de  y\  et  Ç  s'évanouissent,  et  celui  de  ç  se  réduit  à 
*ï0.  Donc  a'z0-t-  iv()où — t0l  est  divisible  par  a,  et,  en  effectuant 
cette  opération,  on  trouve  précisément  e'0,  c'est-à-dire  ce  qui  de- 
vient £0  quand  on  v  permute  les  coefficients  de  s  et  ceux  de  5'. 
On  a  donc,  pour  rattacher  s'  aux  formations  déjà  rencontrées,  la 
syzygie 
(28)  ss'=*'s-+-  w8 —  tu, 

qui  est  symétrique  par  rapport  à  s  et  s'. 

On  voit  encore  immédiatement  que  *o(J,  —  a'-*?  est  divisible 
par  :,  et  qu'en  \  ajoutant  —  aa'i*a0,  il  ne  subsiste  plus  que  des 
termes  en  ;-  ;  on  vérifie  sans  peine  que  l'ensemble  de  ces  termes  se 
réduit  à  (  Nv„—  rt'*I)ç2;  par  conséquent 

ojj  -+-  a' -7  —  ).a! a0;  ■+■  (  la' —  "'<>):- 

esJ  divisible  par  <i.  En  effectuant  la  division,  on  trouve,  pour 
expression  du  quotient, 

bg'i      c/ï*—nfg'h')p      {ag'*-t-ca'*—iga'g 

,„/,-      ba'*—iha'h'){*  +  !i(ga'h'      ha' g      ag' h' —  fa'*)7& 
j    _■_//'  —  h  g'*—  ca  h  -¥fa'  A''  )  ;', 
Hhg'h'—gh'*-  ba  a-      fa'h')&. 

lu    N  njoutanl        a'9,   il   ne  subsistera  évidemment   plus  dans 
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celte  expression  que  des  termes  divisibles  ><>ii  par  '/.  ^oit  par  ç. 
et  Ion  reconnaît  sans  peine  qu'en  y  ajoutant  encore  I';-  elle  se 
réduit  à  ?.  xj,  ;  —  a ?' ',  en  appelant  comme  ci-dessus  t'  le  contreva- 
riant symétrique  de  t.  Ce  contrevariant,  dont  il  est  inutile  d'écrire 
l'expression,  est  donc  relié  aux  formations  antérieures  par  la 
syzygie 

(29)     o2  —  s-~'  —  s'--  —  ss'a  —  2 -('.ça' -h  s'a  )  -+-  --<  ls'  -h  V  s  —  w  1  =  o. 

Nous  avons  ainsi  obtenu,  en  appliquant  notre  méthode  géné- 
rale, les  formations  V,  e',  t',  dont  l'existence  était  prévue,  et  de 
plus  la  formation  y,  symétrique  (au  signe  près),  par  rapport  aux 
deux  séries  de  coefficients.  Pour  avoir  le  système  complet,  tel  que 
l'a  établi  M.  Gordan,  il  ne  nous  reste  plus  à  obtenir  qu'un  con- 
trevariant de  degré  (3,3)  et  de  classe  3,  qui  corresponde  dualisti- 
quement  au  covariant  cubique  pur  désigné  ci-dessus  par  t. 

Pour  obtenir  ce  contrevariant,  que  j'appellerai  t,  il  suffit  de 
remarquer  que  si  l'on  forme  *a'0  *[j0-h*a0*y0,  les  termes  en  y,'1, 
y,2'x,  y,^-,  Ç:5  disparaissent  d'eux-mêmes;  en  divisant  par  ç,  on 
trouve  *I*y0-l-*D*P'0;  de  telle  sorte  que 

«o  ?o  +  20  7"  ~~  KIYo-+-  D^) 

est  divisible  par  a,  ce  qui  donne  un  péninvariant  de  degré  (3,3), 
déclasse  3,  de  poids  10,  correspondant  par  suite  à  un  covariant 
mixte  d'ordre  o;  en  d'autres  termes,  un  contrevariant  précisément 
de  même  degré  et  classe  que  -  et  qui  ne  peut  être  que  ?  lui-même, 
car  les  contrevariants  déjà  trouvés  étant  tous  de  classe  paire,  au- 
cune combinaison  formée  avec  eux  ne  pourrait  fournir  un  con- 
trevariant de  classe  impaire.  ?sous  avons  donc,  pour  relier  7  aux 
autres  formations,  la  svzvsie 

I   ;,,,  5T  =  2v__a'3_-nY-4-D3'). 

Il  est  inutile  de  donner  l'expression  complète  de  7  (')  ;  elle 
change  de  signe  quand  on  permute  s  et  s'.  En  effectuant  cette 
permutation    dans    la    syzygie    (3o),    on    obtient  la  nouvelle   sv- 


(')  On  l'obtiendrait  d'ailleurs  en  permutant  les  lettres  majuscules  avec  le* 
minuscules  dans  l'expression  de  /,  dont  la  source  t0  a  été  donnée  ci-dessus  [for- 
mule (iG)]. 


zygie 

(3i) 


-   '2il 


t'Y-«p'-7c(I'Y-D  : 


i.  Nous  sommes  maintenant  en  possession  du  système  complet 
des  formations  invariantes,  avec  les  sept  syzygies  (i3),  (25),  (27), 
(28),  (29  1,  |  >o)  et  (3i)  qui  les  relient  entre  elles.  Voici  le  Tableau 
de  ces  formations,  ;ivec  la  notation  de  Clebsch  en  regard  : 


Degré 

dans 

les  coefficients 

.— —- — , 

de  i 

de  s'. 

/  D... 

0 

4  invariants 

\  I.... 

:>. 

1 

1  ... 

2 

1   D'.. 

O 

3 

[*-•■ 

...       1 

0 

4  covariants  purs 

2 

s   ... 

1 

If... 

...     3 

3 

[a... 

...      i 

0 

4  contrevariants 

|  <p  .  .  . 

1 

\  cr  . . . 

2 

!-.. 

...     3 

3 

T.... 

0 

«... 

1 

«... 

2 

9  covariants 
mixtes 

IP... 

(y... 

J  '■■• 

..     3 

1 
•2 
3 

...     3 

2 

f 

3 

1    0  . . . 

1 

Notation 

de 

asse. 

Ordre. 

Clebsch. 

0 

0 

Ain 

0 

0 

A112 

0 

0 

A122 

0 

0 

A22* 

0 

2 

/ 

0 

2 

*12 

0 

2 

/' 

0 

3 

A 

1 

0 

F„ 

2 

0 

F12 

2 

0 

F22 

0 

1 

i 
1 

0 

D 

ux 
B, 
B, 

2 

Ci 

2 

DZ 

2 

G2 

1 

2 

r, 

1 

■'. 

r2 

1 

2 

N 

Les  formations  £,  7,  [i,  [j  ,  y,  0,  s,  s'  sont  gauches,  c'est-à-dire 
changent  de  signe  par  une  substitution  de  déterminant  — 1, 
comme  les  invariants  binaires  dont  elles  dérivent. 

Proposons-nous  de  former  de  nouvelles  syzygies,  en  transpor- 
tanl  dans  l<-  domaine  ternaire  celles  qui  existent  entre  les  treize 
invariants  binaires  dont  nous  sommes  partis. 

D'après   les   résultats  obtenus  dans  !<•  Mémoire  déjà  cité  plu- 


sieurs  fois,  ces  treize  invariants  binaires  sont  reliés  par  \in^i  syzy- 
gies distinctes,  dont  voici  le  Tableau  : 

£'*==  33'3  —  2S(D'  — 3'*CD, 

£_'«  =  -^-1,3-31/^  -aiiUUl/)—  i(  .1/3.0     -  tfb*CD,)l 

çç'  =  ift,Tii,'3  -  uî)2(D'—  iii/HD, 


g'£  =  llb©' —  ©ife', 

Çj,^  =  -5(lft,X'H-Jl,llî)') 


2(,Uli>(B'- 

2(1)1)3(0'  - 


-l.'H!>'<0i, 
ift>'3'(D), 


(32) 


III. 


-Mi"-  £(i 

-1,'jf-  3'£ 


(l'T- -"^'.,3 -t-3.lt/) 
££'  =  A3'—  CJU'; 

(D^s  =  A3  —  il!»2, 

3  Ç«  =  A3'  +  3A'  -  2  \ft,Hb'  : 

A£'  +  Z'J  -  llï>£  =«, 

-Vi)"-3'(J-n!/r='»- 

1.^11/    —  2l)bffi')-C=0, 

A' (-C-H  3-Q  —  2  (  A(D' £+  nb' (j  )  =  o, 

©(  O-K  )  -  »(©'«  C+  ^  >  =  ». 

Le  groupe  I  donne  l'expression  des  carrés  et  produits  deux  à 
deux  des  invariants  binaires  gauches  (à  l'exception  du  seul  carré 
^2)  en  fonction  des  invariants  droits;  nous  pouvons  donc  nous 
attendre  à  obtenir  les  expressions  des  carrés  et  produits  deux  à 
deux  des  formations  ternaires  gauches  t,  o,  (3,  s,  à  l'exception  de 
o2,  en  fonction  des  formations  droites  :  il  n'y  aura  même  plus 
d'exception  pour  o2,  que  la  syzygie  (29)  exprime  précisément  de 
cette  manière.  Le  groupe  II  ne  contenant  que  ^  comme  invariant 
gauche  nous  donnera  des  syzygies  entre  formes  droites.  Enfin  le 
groupe  III  fournira  des  syzygies  gauches,  c'est-à-dire  dans  chaque 
terme  desquelles  entre  une  formation  gauche,  et  une  seule. 

Pour  transporter  toutes  ces  syzygies  dans  le  domaine  ter- 
naire, il  suffit  d'y  remplacer  chaque  invariant  binaire  par  son 
expression  en  fonction  des  péninvariants  ternaires,  d'effectuer  les 


simplifications  qui  se  présentent  par  la  suppression  des  puissances 
de  (t  qui  apparaissent  en  facteur  commun  ou  par  l'emploi  de  syzy- 
gies  déjà  connues,  enfin  de  remplacer  les  péninvariants  ternaires 
par  les  covariants  dont  ils  sont  respectivement  les  sources.  Les 
expressions  de  cô,  ÛE)',  3,  d.  -l\  Ç  ont  déjà  été  données  plus  haut  ; 
celles  des  sept  autres  invariants  binaires  se  déduisent  facilement 
de  proche  en  proche  des  formules  (18),  (19),  (20),  (21),  (22), 
(23)  et  (24)-  Je  les  écris  toutes  ci-dessous,  en  y  remplaçant 
d'avance,  pour  plus  de  commodité,  les  péninvariants  ternaires 
par  les  covariants  correspondants  : 

CD  =  Ds,        (Q'=s*(l's  —  w),        3=s(Is  —  D*'), 

,\  =s(lss' — sw  —  D*'*},        »Rs'=  s*(l''ss' —  s'vc  —  DY- 1. 

(j  =  szt,        .^=so.         lJi>  =  s(sa  —  Ds'tz), 

2  =  s(sc  —  D-2  ),         \tl,'  =  s-( —  sa'  -h-  ï's-  —  wk  1. 

C'  =  52(.fcp  —  s' s  —  20m  —  I-2),         {/'  =  s-{s't  —  Do-  ), 

^'  =  s-(  -ixz  —  D  s'  0  —  I  s  G  ). 

Commençons  par  les  svzygies  du  groupe  I.  La  première  a  déjà 
élé  utilisée  et  nous  a  donné  la  syzygie  (i3).  La  cinquième  donne  la 
relation  symétrique  que  voici: 

(   to  =  (DY2  —  I'ss'-H  ws')a  -t-  (  Ds'2 —  Iss'-f-  ws)a' 
(33)  1  v  J 

l  +  [(II'—  DD')ss'  —  w(ls'-h  V s)  +  u>2]-. 

La  sixième  donne,  en  tenant  compte  de  (29), 

[Jo  =  (sep  —  s' <r)a  -t-  saa' 


-+-  [?.a2-f-  wa  —  *(D<r'-+-  I'ff)]it  -+-  (D«'—  Ia)r:2; 
d'où  l'on  conclut,  par  symétrie, 

[i'o  =  —  s'a' a  -+-  (sa  —  s'o)a' 


[ia'--+-  wa'  —  s'(D'<T-i-  \a')\r>  -t-  (  l'a'—  D'à)::2. 
La  neuvième  peut  s'écrire,  à  cause  de  la  troisième  du  groupe  II, 

et  donne  par  suite 

t  Se  as  (  D'*'-t-  s'w  —  l ss'  )i  —  sua! 
(36) 

-+-  \(ls  —  w)8H-D*'et']it—  nn.vT:2: 
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d'où  l'on  conclut,  par  symétrie, 

(   ûi'=(lss' — Ds'2 — sw)a'-+-  s'zz 

|  -4-  [(w  —  \s')'x  —  D'sa]%  4-  DDYtt2. 

La  deuxième  donne,  en  tenant  compte  de  (29)  et  de  (34), 

(   8«  =  (w—  ls  —  l's)a*-^(ls  —  D*'W  —  Ds'i2 
(38) 

|  -+-2ir[(I<r  — Do)a-4-D<ia']-M:S(IDo  — 1*3—  D*ff'); 

d'où,  par  symétrie, 

's  —  (w  —  is  —  I' *)(/"+ (IV+D'*)«pa'—  DY©* 

-4-  2ir[(IV  —  D'<p)s'-H  DVa]  -Hit2(I'D'cp  —  pa»  —  D'»a). 

La  quatrième  donne,  en  tenant  compte  de  (33), 


(3g) 


(4o) 


*3  =  (w  —  IY)a2-t-(Ds'—  ls)aa'—  D*a'»-+- [(H'-f-  DD').s-  hr  ]  2- 
H-D(al'*  —  w)a'7c  +D(r»-  DDY—  ï'2s)ir2; 


d'où,  par  symétrie, 

[  *p'=(I«'—  «r)a'*  +  (ïY  —  DY)aa'-f-  DYa* 
(40  -+-[I>  —  (II'-(-DD')s']a'it  +  D'(w  — 2l«')aTt 

f  4-D'(Isjs'-+-DD'js  —  !«>)«*. 


La  septième  donne,  en  tenant  compte  de  (33), 

(42) 


ïb=(—  ID'j»4-DD'*»'-4-r*«>  —  w2)a-H(—  DDY*  +  rDss'— Ds'w]*' 
H-[I'DD'*«+  D(ID'— !'»)«' -H  D«DY«  —  DD' s  w -hY  D  s' w]it  ; 


d'où,  par  symétrie, 

*s'=  (DDY2  —  ID'ss'h-  Drswh  +  (rDs'2- DD'ss  —  Is'iv  -f-  w*)a 


(43)  . 

{  -H[_IDDY*  — D'(I'D  — I*)ss'+DD'ss»-+-DDY«>— IDYr|- 

La  huitième  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  la  sixième, 

Ç)'(C—i-0  =  2(3GiJV—  iiï>edb>'+i!b'e\'£)), 

et  donne  par  suite,  en  tenant  compte  de  (36), 

(   3e  =  («> —  IY)<ra  -+-  (Dtp  —  I<r)sa' 

j  +[D««'-f-('iv  —  I's)(Do-  Ia)  +  DD's<t]t:  —  D*D'-3; 

d'où,  par  symétrie, 


(   3Y  =  («>  —  IYWa'-f-(  D'w  —  l'a') s'en. 
(  45  )  T 

|  .+-  fD'aa'+(<P  —  IY)(D'<p  —  fa')  -f-  1>I>Y-'|-  -  DD'*it*. 
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Enfin  la  troisième  peut  s'écrire,  en  lenani  compte  de  la  der- 
nière du  groupe  II, 

i  ^'+5^  n  C-30  =  4[Ub(3Hy-ifb©')-<DJW'e'], 

el  donne  alors,  en  tenant  compte  de  (36  i, 

(46)  Es=  |  „•_ rs)(a»-^  D*'o  —  ls's)-hD's*(Do  —  Icr)-^  DD'7r(2sa  —  Ds'tt); 

d'où,  par  symétrie, 

|   e'2  =  (,r  — !.*')( a'2 -+-  D'.vç  —  IW) 

/  -t-  Ds'*(D'o  —  IV)  4-  DD'T:(as'a'—  D'.v-). 

Passons  maintenant  aux  syzygies  binaires  du  groupe  II.  En  les 
transportant  dans  le  domaine  ternaire,  avec  le  secours  de  (29), 
on  obtient  les  trois  importantes  relations 

148)  <x*  =  D<r's-f-(I<j  —  D<p)*'—  <tw  —  2Da'ir-4-rDir2, 

1  491  a'2  =  D'js'-t-(IV—  D'<p)s  —  a'w  —  îD'airn-  ID't:2, 

(  22a'  =  (  D'  j  —  h')sT-(Dî' —  r<j)s'-4-  <p  tv 
(5o)  \ 

{  -h  2(I'a-hIa  )-  —  (  II  -i-DD')-2. 

•  lniii  les  deux  premières  sont  symétriques  l'une  de  l'autre;  la  troi- 
sième est  sa  propre  symétrique.  Ces  trois  syzygies  ne  renferment, 
comme  il  avait  été  prévu,  que  des  formes  droites  ;  elles  peuvent 
servir  à  ramener  toutes  les  expressions  à  ne  contenir  a  et  a'  qu'au 
premier  degré. 

Transportons  enfin  dans  le  domaine  ternaire  les  huit  syzygies 
binaires  du  groupe  III.  Le  calcul  ne  présente  aucune  difficulté,  en 
s'aidant  des  syzygies  (a5),  (27),  (28),  (3o)  et  (3i).  Voici  le 
groupe  de  syzygies  gauches  auxquelles  on  est  finalement  conduit  : 

(5i)  <  I  .s  —  w  )  p  —  D  s'y  —  I  a8  —  2«e  -h  Dre'+a<  =  o, 

,  [V—  D's)P-+-(Ds'~  Is)p'—  2W7 


(  -Ï2  )    , 

(       +î(<r-  I'ic)e-i-(DD'—  H')icS  +  a(In  ?<  =  o, 

(53)  Dl  D'«—  !  .v'io  +  («>  —  I«')c+  Ds'e'-H  a<  =  o, 

(54)  a' —  I'it)P        DitP'       I--;    ■    l'ffS  H    epe        te        0, 

h-v-+-(  D<p  — I<t)S  -  7;  -  o, 
D'(D         i    i         D  |  l's  —  w)t'-\   il      0, 

D (  %'      l  D  -  /      <  i . 

(DD       II') ji      I  v       l'«]3      (Vu      -,  I-      i)«       ?/ 


(  ïg  i 

(60) 

«T.v 

(61) 

(* 

(62) 

(63) 

(64) 

—  23  — 
D«'P'-+-(Ji'—  «Oy-*-  DD'tc8  -  oce'  =  o. 
■  «>)[}' -f-  D's*(  -+-  l'a' 8  —  2a'"-'+  D'irs  —  7'/  —  o, 
Itc)P'+  D'-3  —  F--;  —  I  j'S  +  <pe'  —  <r's  =  o, 
a'P'-4-  D'tty  -+-  (l'a*—  D'c?  )8  —  cr'e'=  0, 
D'(a  —  It:)o  -+-  a'e' —  D'-e  -+-  7'/  =  o, 
DVi  -f-  (tv  —  I's)y—  DD'-o  —  a'e  =  0. 

Les  huit  premières  de  ces  syzygies  [(5i)  à  (58)]  proviennent 
respectivement  des  première,  deuxième,  cinquième,  huitième, 
septième,  sixième,  troisième  et  quatrième  sjzygies  binaires 
du  groupe  III  (32).  La  sjzygie  (5g)  s'obtient  en  divisant  par  s  la 
combinaison  suivante  des  syzygies  (26),  (27),  (28),  (5i),  (53), 
(5t),  où  tons  les  termes  non  divisibles  par  s  disparaissent  d'eux- 
mêmes, 

(w  —  Is')[sy  —  s'fi  -1-  a8  -l-  tcs]  —  Ds'[s$'-hs'~(-\-z'o  —  -e'J 
-+-  2  [  s e'  —  s' e  —  jv 8  -H  ir<] 

—  5'[(Is'—  (v)^  —  Ds'y  —  Iao  —  2XS4-  D-s'-4-  7/| 

—  ir[D(DV—  IY)8  +  (w-h')£  +  Ds'î'+a/] 
-4-s'[D(a'  —  I'ic)8  —  ae-HDirs'-H(T«]. 

Enfin  les  syzygies  (60)  à  (64)  se  déduisent  respectivement  par 
symétrie  des  syzyrgies  (5i),  (54),  (55),  (5^),  (^9).  Les  syzygies 
(52)  et  (58)  sont  leurs  propres  symétriques  ;  (53)  a  pour  symé- 
trique (56). 

5.  Nous  avons  obtenu  précédemment  dix-sept  syzygies  don- 
nant l'expression  de  carrés  ou  de  doubles  produits  de  formes 
gauches  en  fonction  des  formes  droites,  savoir  (i3),  (29)  et  (33) 
à  (47)-  Je  vais  maintenant  calculer  les  expressions  analogues 
pour  tous  les  autres  carrés  ou  doubles  produits  de  formes  gau- 
ches, en  formant  méthodiquement  dix-neuf  syzyrgies  nouvelles 
par  le  procédé  suivant. 

Je  multiplie  la  syzygie  (25)  successivement  par  /,  0,  [},  z  ;  je 
remplace  dans  le  second  membre  les  doubles  produits  ou  carrés 
de  formes  gauches  par  leurs  expressions  en  fonction  des  formes 
droites,  connues  en  vertu  des  syzygies  antérieures  ;  en  utilisant  au 
besoin  les  syzygies  (  i8),  (  {9)  et  (5o),  il  esl  facile  de  faire  dispa- 
raître les  termes  non  divisibles  pars;  effectuant  la  division,  j'ob- 
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tien-  dans  !<•  premier  membre  y/,  vS,  y^,  ve,  et  le  second  membre 
donne,  pour  ce  double  produit,  l'expression  demandée.  Connais- 
sant ainsi  v8,  y  j.  ye,  il  suflïi  de  multiplier  (  25  i  par  y  et  d'opérer 
de  la  même  manière  pour  obtenir  l'expression  de  y2.  J'opère 
ensuite  de  même  sur  la  syzygie  (28  ),  puis  sur  (27),  enfin  sur  (3o)$ 
en  profilant  d'ailleurs  de  la  loi  de  symétrie  pour  éviter  quelques- 
un-  de  ces  calculs.  Les  résultats  que  fournit  cette  méthode  sont 
donnés  par  le  Tableau  ci-dessous,  dans  l'ordre  même  où  on  les 
obtient  : 


l  65  1 


(  t-:  =  —  D'.?a2  —  wW—  D.s'a'2-r-  D'(Is  H-  Ds')ait 
(  -+-  D(IVh-  D's)ct'it  ■+■  DD'(w  —  ls'—  I's)t:2, 

66  "/j  =  scr'a  -+-  s' iv.' —  (aa'-+-  Ds'a'+  D'sœ)tc  -+-  DD'tt3, 


(67) 


P*]f  =  —  IVaa-t-  Ds'ït  —  Dsa'o  -i-  werep  —  aaa'-H  (la  -t-  D< 
-4  (  2 l'a  —  Dff')ait  —  N'7-2, 


l    B'v  =  Isa'2 — D'scrcr'-i-  DVcrcp —  «'  a' es  -+-  a' aa' —  (  I'ff'-t- D'o)a7r 
68  1      ^  '  ,  f  K 

(  -4- (D'à —  2la-')a'7T  -4-  IlVr2, 

l  ve  =  s|  Dff'a'— D'cra)  —  K>aa'+  tcIYID'ct  —  îI'Dt'h-DD'oIç- DDVî  +  îD  wff'  I 
—  D-2(IV+3D'a)—  îIDD't:*, 


(  -;"-       *'(  Dff'a' —  D'ua )-+-«» l'a  —  ir[(J'Dff' 
/0    (  -D'-2aa-^3Dx')  +  2['DD'-1. 

(70 


•2lD'<T-+-DD'^).v'  —  DD'str'  +  'iD'wa] 


I  76  I 


(   7-  =—  Dit;'2-  D'.v'<r2-f-  w ffff'-4-  air(  D'cra  -4-  Da'a') 
i  +tc2(DD'c?  — ID'a  — l'Dcr'), 

,    3i'  =  —  a2 a' H-  (  (rci  —  I's'ff)a  -+-  Dscr'a' 
(72)  -i-Tr(2l'a2-t-Iaa'—  Do'«+  DDVa-  l'Dsff') 

!  +  ir*[I'Da'  —  (H'-+-DD')a], 

Ip'e  =  —  aa'2-+-  (w<p  —  fsff'  la'  4-  DVcra 
-Hit (a la'» -4-  L'aa'—  D'a2-f-  DD'.sa  —  ID'.v'a) 
-t-it*[ID'a  — (II'h-  DD')a'], 

j  ee'=M'(  DD'cp  —  ID'cr  —  ['Dff')-i-  in  D'sa  -+-  DsV—  aa') 
''  '  '  (  +it[D'a|  l.v-;-  D.s'i--  Da'|  ['*'+  D'*)]  —  DD'ir*(Fs  -l-I*')> 

j  PP'=ffff'(w  — I*'— I'«)H-<p(D'sff-+-D*'ff'— aa') 
'    j  +n[(la'-H  D'ff)a  +  (I'ff-t-Dff')a']  — 7t«(  ['Dff'-H  ID'ff), 

<  1-  =—  D'à»-  l'a2*'  —  Iaa'«— Da'»-4-at[2lD'a«H-(H'-+-  3DD')aa'-+-  al'Da'*] 
j  7t*|  D'(  I'      ['D)«   •   D|  I  -  »   ID'17'I       Dit  i  ir      DD')«». 
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(83; 


(Celle  Importante  syzygie,  donl  la  signification  sera  étudiée 
plus  loin,  présente  à  première  vue  ce  caractère  remarquable,  que 
le  second  membre  ne  renferme  que  les  quatre  invariants  et  les 
trois  covariants  mixtes  linéo-linéaires  ic,  a,  a'.) 


\   t8  =  7' a2-r-  oax'-+-  7a'2 — t.[(  D'7  —  I  7'  12  -f- |  I  »  — '  —  I'7)a'] 
\  H-s^m'î  +  rDî'-  DD'o], 

(  t£  =  (—  D'<r2-4-  loror1—  D<r'(p)a-f-(—  IV-^  D77'-M7o  —  D©*)»' 

j  _fiD'a2^-(I'D  — I2i77'—  D2-'2—  DD'33  +  IDff'oJit, 

(  xp'=  (1er'2—  DW—  I'<r'o  +  D'oî)a-+-(D<r'*—  IW-+  D'(ro)a' 
j  +  [  D'2  72  -h-  (  I'2  —  ID'j77  —  I'D7'2-v-DD'7'o  —  I'D'a<p]ir, 

|  T£  —  _  D'aa2  +  (Dî'-  ['ff)aa'-+-  (Do  — I<r)a'2 -f-  D'(2Ï<t  —  Do  tait 
j  ,+.[(11'+  DD>-  ['Do]a'i:  +  D'(-  I27  —  D27'+ IDo)tt2, 

(   -.1  =  (l'a'—  D'<p)a2H-  t  1er'—  D'd)aa'-+-  Dj'a'2 

J  H-[ID'<p  —  (II'-f-DD')<j']ait-t-  D(D'<p  — 2lV)a'it 

I  -+-D(D'««n-I'*<r'— I'D'©)ic2, 

(  xy  =  ( —  Dt'2+  I'(tt' —  D'7o)a  -+-  ( —  D'7'2  -t-  I  77' —  Di'(j)j' 
|  ■+■  [(ID'ff-t-I'D<r')<p-f-(DD'  —  II')77'—  DD'o2]-, 

l  t2  =  DD'o3—  (ID'T-+-rDff')ç>*+  [I'D'<Js-i-(ir—  3DD')77'+  ID7'2]o  —  D'273 

j  _  (I'2_  2ID')727'—  (I2  —  ?.]'D)77'2—   D27'-î. 

Pour  faciliter  l'emploi  de  tous  ces  résultats,  je  donnerai  ici  une 
Table  à  double  entrée,  au  moyen  de  laquelle  on  peut  retrouver 
immédiatement,  par  son  numéro  d'ordre,  la  syzygie  qui  fournit  le 
carré  d'une  forme  gauche  donnée  ou  le  produit  de  deux  formes 
gauches  données  : 

t.  S.  a.  B'.  Z.  g'.  Y.  T. 


(77) 
(78) 

'79> 
(80) 

(81) 

(82) 


(i3) 

(33)     (4o) 

(4i) 

(42) 

(43) 

(65)    (76) 

(29)     (34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(66)     (77) 

(38) 

(75) 

(44) 

<7- 

(67)     (78) 

(39) 

(73) 

(45) 

(68)     (79) 

(46) 

(74) 
(47) 

(69)  (80) 

(70)  (81) 

(71)  (82) 
(83) 

6.   En  examinanl  attentivement   les  syzygies  obtenue-,  on  re- 
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connaît  l'existence  i  indépendamment  de  la  symétrie,  évidente 
(/  priori,  relative  à  l'échange  des  coefficients  de  s  et  de  s')  d'un 
genre  particulier  de  symétrie  croisée,  qui  peut  être  défini  comme 
suit  : 

«   Si.   dans  une  quelconque  des  syzygies,  on  remplaces,  s',  tv, 
/.  e,  t.  -;.  respectivement  par  D?',  D'i,  DD'cp,  — DD't.  Y)[i\  D'fJ,  S, 

et  en  même  temps,  inversement,  t.  t'.  çp,  t,  fi,  (3 '.   o,  par  ^>  ^ 

<»■  /       i      s  ,.„      .  . 

TTT?  '  —  îrn7'  TV'  î)'  Y'   en  conservant  sans  modification  a,  a,  Tt, 

et  les  invariants  D,  D',  I,  I\  on  obtient  encore  une  syzygie.   » 

Je  dirai  que  deux  syzygies  sont  réciproques  quand  elles  se 
déduisent  Tune  de  l'autre  par  le  procédé  que  je  viens  d'indiquer. 
Ainsi  chacune  des  trois  syzygies  fondamentales  entre  formes 
droites  (48),  (49)  et  (5o)  esf  sa  propre  réciproque,  comme  il  est 
aisé  de  le  vérifier.  Dans  la  Table  à  double  entrée  donnée  ci-dessus, 
les  quatre  syzygies  |  76),  {&§)•,  (72),  (7$),  placées  sur  la  diago- 
nale, sont  aussi  leurs  propres  réciproques;  et  chacune  des  autres 
a  pour  réciproque  celle  qui  occupe  la  position  symétrique  par 
rapport  à  cette  même  diagonale.  La  vérification  de  cette  curieuse 
propriété,  lorsqu'elle  n'est  pas  immédiate,  n'exige  que  l'emploi 
convenablement  dirigé  des  trois  syzygies  droites  (48),  (49)  et  (5o). 
En  ce  qui  concerne  les  syzygies  gauches,  on  reconnaît  que  les 
syzygies  (3o),  (3i),  (55),  (62)  ont  respectivement  pour  réci- 
proques (63),  (57),  (09),  (64).  La  réciproque  de  (25)  serait 

(84)  Dcr'o  —  Ts'4-ay-|-D7rp'=o; 

cette  syzygie,  que  nous  n'avons  pas  encore  rencontrée,  est  néan- 
moins exacte;  car  on  l'obtient  en  divisant  par  s  la  combinaison 
suivante  de  syzygies  connues  : 

,  •     -  Dir(27)       71  28)-  Si  J8  :-  ir|  >;  1  =  o. 

La    réciproque    de    I  •-  »    esl   évidemment  exacte  aussi  comme 
élanl  la  symétrique  de  (84),  savoir 

DV:      j'e  +  k'y  —  D'irp  =  ... 

La  réciproque  d<  rail 

... 
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Celte  syzygie  symétrique,  que  nous  n'avons  pas  encore  ren- 
contrée, esl  néanmoins  exacte  :  car  elle  s'obtiendrait  enduisant 
par  s2  la  combinaison  suivante  de  syzygies  connues  : 

_  (  («f -i-2ttir  — s'<r)(25)-t-(s<r-t-Dit2)(a7)  — it<r(28)  — P(ag) 
"  \         -+-*ic[(3o)-(54)  — (84)]  +  8(34)-4-it«(5i). 

On  peut  d'ailleurs  en  vérifier  plus  rapidement  l'exactitude  en 
la  multipliant  par  t,  et  remplaçant  j't.  3t,  yt,  t-  par  leurs  ex- 
pressions (79),  (78),  (82),  (83)  :  les  coefficients  de  oc,  a',  - 
s'évanouissent  d'eux-mêmes  séparément. 

La  réciproque  de  (5i)  serait 

(la  —  D<p)e'—  DD'<r8—  la-;  -  2D«P'-i-  DD'ir^  —  Ds\  =  0; 

mais  ce  n'est  que  la  combinaison  suivante  de  syzygies  déjà  con- 
nues 

D[(3i)-+-(6i)-f-(85)J-+-I(84)  =  o. 

Les  réciproques  de  (5a),  (53),  (54),  (56),  (58),  (61)  seraient 
respectivement 

(  (l'a  —  D -');'+- (D's  —  1er')-,  +  2(1-  —  a)D'3 

(  -4-2(a'—  I'tc)D8'—  2DD'<p8-i-(DD'—  H^ity  —  wz  =  o, 

(88)  (Dd'—  I'ff)Y  +  (Do  —  I«r)p'-f-  D'-3  —  *t  =  o, 

(89)  (a'— I'ic)s'-+-  D'TO-f-ID'TtS-MVY-t-wp'—  DVB  =0. 

(90)  (D'cr—  [<t')y  — D«r'P'-H(IV— D'(f)p  — a'x  =  0, 

(9i)(I'ic  — a')Dp'— (lit  — a)D'p-hf(DD'+H')7c— la'— I'a]Y  +  «"c  =  o, 
(92)  (a—  Itt)£H-  Dtcs'—  I'D-o  —  Isy  -+-  wp  —  Dsjî'  =  o, 

syzygies  dont  l'exactitude  pourrait  sans  doute  être  vérifiée  assez 
facilement.  Quant  à  (60),  symétrique  de  (  5i),  elle  donnerait  évi- 
demment par  réciprocité,  comme  celle-ci,  une  combinaison  de 
syzygies  connues. 

On  pourrait  chercher  à  obtenir  encore  d'autres  syzygies  gau- 
ches, en  combinant  celles  que  nous  avons  obtenues  de  manière  à 
pouvoir  diviser  par  un  facteur  commun,  comme  il  a  été  procédé 
ci-dessus  pour  vérifier  l'exactitude  des  syzygies  (84)  et  (86)  :  je 
m'abstiendrai  de  poursuivre  cette  recherche,  qui  ne  paraît  pré- 
senter actuellement  que  peu  d'intérêt  au  point  de  vue  des  appli- 
cations géométriques,  point  de  vue  auquel  je  vais  maintenant  me 
placer. 
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7.  Avant  d'aborder  les  applications  géométriques  qui  font  plus 
particulièrement  l'objet  de  ce  second  Chapitre,  il  ne  sera  pas 
inutile  de  résumer  en  quelques  mots  les  résultats  purement  algé- 
briques obtenus  dans  le  premier. 

En  partant  des  deux  formes  ternaires  quadratiques  ,v,  s\  j'ai 
établi  l'existence  des  dix-huit  formations  concomitantes  qui  con- 
stituent, avec  .s\  s'  et  le  covariant  identique  -,  le  système  complet 
de  ces  deux  formes  ;  savoir  : 

4  invariants.  D,  I.  I'.  D'  : 

•i  covariants  purs,  w»,  /,  d'ordres  a  et  3; 

i  c -Hiitrevariants.  a,  z.  i' .  -..  de  classes  2,  ?..  •?.  et  ">  ; 

2  linéo-linéaires  2.  a'. 
8  covariants  mixtes.  .  .       3  de  classe  2  et  d'ordre  l,  3.  p',  -;. 
[  3  de  classe  1  et  d'ordre  2,  t,  t',  0. 

J'ai  calculé  les  expressions,  en  fonction  des  coefficients  de  s  et 
de  s',  des  invariants,  contre  variants  et  péninvariants  (sources  par 
rapport  à  x  des  covariants)  purs  et  mixtes. 

J'ai  obtenu  67  svzvgies  distinctes  reliant  ces  diverses  forma- 
lions,  savoir  :  36  qui  fournissent  les  expressions  des  8  carrés  et 
des  28  produits  deux  à  deux  des  8  formes  gauches  t,  7,  y,  0.  j, 
'j'.  g,  e',  en  fonction  des  formes  droites;  28  svzvgies  gauches, 
c'est-à-dire  dans  chaque  terme  desquelles  entre  une  forme  gauche, 
et  une  seule  ;  enfin  3  svzvgies,  (4&),  (4p)i  (5°)?  0u  ne  fig»rent 
•  pic  les  formes  droites. 

J'ai  enfin  montré  qu'outre  la  symétrie  relative  à  l'échange  des 
coefficients  de  s  et  s',  il  se  manifeste  entre  les  diverses  formations, 
dans  toutes  les  syzygies,  une  symétrie  croisée  particulière,  que  j'ai 
désignée  sous  le  nom  de  réciprocité. 

\u  poînl  <\r  vue  géométrique,  on  peut  regarder  s  et  s',  égalées  à 
zéro,  comme  les  équations  ponctuelles  de  deux  coniques;  w  et  t 
comme  celles  d'une  certaine  conique  et  d'une  certaine  cubique 
dépendant  des  deux  premières  coniques;  t.  7'.  a  comme  les 
équations  tangentielles  de  trois  autres  coniques  dépendant  tou- 
jours des  deux  premières  ;  t  comme  celle  d'une  courbe  de  troi- 
sième classe  :  enfin  x,  x',  |3,  V.  v,  8,  z.  :'  comme  les  équations  (\c 
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huit  connexes  liés  aux  deux  coniques  fondamentales  ;  t.  repré- 
sente le  connexe  identique. 

A  ce  point  de  vue  général,  les  syzygie  s  obtenues  dans  le  Cha- 
pitre I  fourniraient  évidemment  le  moyen  d'étudier  les  particula- 
rités que  peuvent  présenter  ces  divers  connexes.  Toutefois,  je 
n'entreprendrai  pas  ici  cette  étude,  et  je  considérerai  les  forma- 
tions mixtes  comme  représentant  les  équations  tantôt  ponctuelles, 
tantôt  tangentielles,  suivant  le  cas,  de  droites  ou  de  coniques 
définies  par  une  droite  donnée  ou  par  un  point  donné,  dont  les 
coordonnées  y  sont  introduites  de  manière  à  n'y  laisser  subsister 
comme  variables  effectives  que  les  variables  de  l'une  ou  de  l'autre 
série. 

8.  La  première  question  géométrique  qui  se  présente  naturel- 
lement est  de  former  les  équations  tangentielles  des  coniques  s, 
s'.  La  syzygie  (29)  fournit  immédiatement  la  réponse.  Soient  en 
effet  .r,,  j',,  ;,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la 
conique  s,  mais  que  nous  supposerons  n'être  pas  en  même  temps 
sur  s'.  En  introduisant  ces  valeurs  de  ,r,  y,  s,  s  s'annule;  s'  et  iv 
prennent  des  valeurs  déterminées  s\,  w{  ;  0,  a,  a',  -deviennent 
des  fonctions  déterminées  0,,  a,,  a,,  t:,  des  seules  variables  ç, 
rn  ^,  comme  sont  déjà  7,  7',  cp.  La  syzygie  (29)  prend  la  forme 

Sf-t-Zj'ff—  -|[2«'1ai  +  («'i-  Is'i)-il  =  o, 

et  elle  exprime  que  l'équation  langentielle  n  =  <>  est  exactement 
équivalente  à  celle-ci  : 

Sï-ictH,, 

où  t:,  est  le  point  M,  0,  et  II,  sont  deux  autres  points  dépendant  de 
la  position  de  M.  Mais  cette  dernière  représente,  comme  on  sait, 
une  conique  passant  par  les  deux  points  -,,  II,,  les  tangentes  en 
ces  points  allant  concourir  au  point  0,  ;  donc  M  est  sur  7,  et,  par 
suite,  7  est  l'équation  tangentielle  de  s. 

Par  le  même  raisonnement,  appliqué  toujours  à  la  syzygie  (29), 
on  voit  que  ff  +  Arœ  —  k-z   est   L'équation  tangentielle  de  s  -f-  ks' '. 

De  même  la  syzygie  (71),  réciproque  de  (29),  fait  connaître 
l'équation  ponctuelle  de  la  conique  -y-\- ki' \  car,  soient  ç,,/,,,  ^,  les 
coordonnées  d'une  tangente  T  de  celte  conique,  elles  annulent 
t  4-  /,-7.    donnent  à   t,  t',  co  les  valeurs  déterminées    — /.o-',,  rr\ . 
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sp,   et  t'ont  df  -.  y,  z,   z   des  fonctions  déterminées  icn  71.  zf,  a, 
des  seules  variables  ./.r,  z.  La  syzygie  (71)  devient 

,'1*(Ds-+-*iph-A*D's')— it1jaa'1(Da'1-A:D'a1)— ir1[DD'<p,+(T'1(A:ID'-I'D)])  =  o) 

et  montre  que  L'équation  de  la  conique  D.s'  —  kw — A-2 D' s' peut 
se  mettre  sous  la  forme 

Y?—  ïc,Di  =  o, 

et  que,  par  suite,  cette  conique  est  tangente  à  la  droite  -n,,  qui 
n'est  autre  que  T.  Donc  or  +  AV  a  pour  équation  ponctuelle 

D.s  —  lur  —  /.M»  s  . 

La  signification  géométrique  des  invariants  D,  D'  est  immédia- 
tement donnée  par  les  syzygies  droites  (48),  I  49)- 

Si  dans  (48 ).  par  exemple,  on  suppose  D  =  o.  il  vient 

a2    _    9{\s'—    H      I, 

et,  comme  chacun  des  facteurs  du  second  membre  ne  contient 
qu'une  des  séries  de  variables,  chacun  d'eux  doit  être  un  carré 
parfait  ;  donc  z  se  réduit  à  deux  points  coïncidents.  Mais,  d'autre 
part,  la  syzygie  |  17  >  devient,  pour  D  =  o, 

e'«  =  |  d-  —  J.s')[>'2-+-  s|  D'<f  —  IV)]; 

w  —  Is'  étant  carré  parfait,  comme  nous  venons  de  le  voir,  il  faut 
qu'il  en  soit  de  même  du  second  facteur  du  second  membre.  On 
peut  donc,  en  désignant  par  <j  une  certaine  forme  linéaire  par 
rapport  aux  deux  séries  de  variables,   poser 

a'*—  s(D'ç  —  IV)  =  6« 

ou  encore 

s(D'o  —  l'a')  =  (6 -H  a' 1(0  -  -/ 1. 

Chacun  des  facteurs  du  premier  membre  ne  contenant  qu'une  des 
série-,  de  variables  doit  se  décomposer  en  deux  facteurs  linéaires  : 
donc  s  représente  deux  droites,  et  D'y  —  IV  deux  points. 

'.t.  Proposons-nous  d'exprimer,  au  moyen  des  formations  que 
nous  avons  obtenues,  les  invariants,  contrevariants  et  covariants 
purs  "ii  mixtes  du  système  où  a  el  ~'  seraient  les  deux  formes 
fondamentales,  au  lieu  de  s  el  de  s '.  le  rôle  des  deus  séries  de 
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coordonnées  se  trouvant  renversé.  Nous  savons  déjà  que  Ds,  w, 
DY  correspondent  respectivement  dans  celle  hypothèse  à  7,  cp,  <rf. 
Le  covariant  identique  -  n'est  évidemment  pas  affecté.  Désignons 
par  D, ,  D'j ,  J,,  I', ,  a,,  ...  les  formations  qui  correspondraient 
respectivement  à  D,  D',  I,  ....  La  syzygie  (29)  devant  subsister 
entre  ces  nouvelles  formations,  on  peut  poser 

o2  =  —  DVa2 —  Dsa'2-i-  h'tt'-i-  ■>. -1  fra',        l'a,  1  —  --<  —  1 ,  1'  —  \\<s  -\-  W\  ). 

Comparant  avec  (71),  on  conclut 

81=±y,       a't=D'a,       a!=Da',       It  =  I'D,       l\  =  ID',       w  t  =  DD'<p. 

D'ailleurs,  si  l'on  compare  les  coefficients  de  z.r-  dans  0  et  de  ./  :J 
dans  v  [formules  (18)  et  (26)],  on  voit  que  le  second  se  déduit  du 
premier  en  remplaçant  g,  A,  g' ,  //,  par  G,  H,  G',  II',  comme  pour 
passer  de  s,  s'  à  <r,  a-';  donc  c'est  bien  +  y  qui  correspond  à  0. 
Portons  les  valeurs  ci-dessus  dans  la  syzygie  (A~)  j  e^e  donne 

D2a'2  =  D2(IV  —  D'<p  is-h  D,,  D'as'—  <r'«>  —  aD'cm-l-  ID'-2  1. 

Comparant  avec  (48),  on  obtient  immédiatement 

D,  =  D2.        d'où        D',  =  D'2. 

De  même,  la  comparaison  de  la  transformée  de  (34  )  avec  (69) 
donne  ri,  =  —  Dî,  d'où  ^',  = —  DY.  Par  l'emploi  des  autres  ss- 
zygies,  on  trouve  de  même  successivement 

s,  =—  DD'3,     z\  =  —  DD'p',     vi  =  DD'8»     h  ——  DD't,     tj  =—  DDY 

La  symétrie  dualistique  entre  les  formations  est  donc  repré- 
sentée dans  les  formules  par  ce  fait,  que  les  syzygies  restent  inva- 
riables ou  se  changent  les  unes  dans  les  autres,  quand  on  v  rem- 
place respectivement 

s,     u.     /,     I),     I.     2.     3,     7.     0,     e.     -.     ç,     - 
par 

7,     DD'o,     —DD't,     D2,     I'D,     Dx\     -Dî,     DD'o,     7,      -DD'p, 
D.9.     «■,     —  DDV, 

et  de  même  pour  les  lettres  accentuées,  en  laissant  tî  invariable. 

En  combinant  la  symétrie  dualistique  avec  la  symétrie  relative 

;m\  accents,  on   retrouve,  à  des  puissances   près  de  1)  el   D',  la 
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symétrie  croisée  spéciale  que  j'ai  désignée  sous  le  nom  de  réci- 
procité; toutefois  cetle  dernière,  dont  la  signification  géométrique 
est  ainsi  rendue  évidente,  se  présente  plus  simplement  pour  les 
applications  que  la  superposition  pure  et  simple  des  deux  symé- 
i  ries  géomét  tiques. 

II).  La  syzygie  (29),  considérée  à  un  autre  point  de  vue. 
fournil  aussi   la  solution  immédiate  du  problème  suivant  : 

Former  l'équation  des  coniques  passant  par  les  quatrepoints 
communs  à  s  et  s',  et  tangentes  à  une  droite  donnée,  </)ii  ne 
passe  par  aucun  de  ces  quatre  points. 

Soient  ç,.  r, , .  ^,  les  coordonnées  de  la  droite  donnée,  7,,  ?\.  cp(, 
-,,  ...  ce  que  deviennent  <r,  7',  tp,  -,  ...  quand  on  y  introduit 
ces  valeurs  pour  ;.  r,,  ÏÇ.  La  syzygie  «  29)  ne  renferme  plus  que  les 
variables  ponctuelles  ./.  )  .  ;  :  et  elle  nous  apprend  que  les  valeurs 
de  ces  variables,  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  conditions 

—  I  =  o.  t',  S2-  -  ©iSs'-i-  'i*'         O, 

satisfonl  par  cela  même  à  la  condition 


autrement  dit,  que  les  quatre  points  où  la  droite  donnée  71,  coupe 
le  système  de  deux  coniques  T,  T'  (passant  par  les  points  com- 
muns à  s  et  s')  que  représente  t,  .s- — z>{  ss' ~\-  <rts'2,  sont  situés 
sur  la  conique  o,  comptée  deux  fois,  c'est-à-dire  se  réduisent  à 
deux.  Il  faut  donc  ou  que  les  deux  coniques  l\  Y  se  coupent  sur 
la  droite  donnée,  ce  qui  est  impossible  puisqu'elles  ont  déjà  quatre 
points  communs,  savoir  ceux  qui  sont  communs  à  s  et  s',  ou 
qu'elles  soient  tangentes  à  la  droite  donnée,  auquel  cas  elles 
fournissent  la  solution  du  problème.  Il  y  a  donc  deux  coniques 
répondanl  à  la  question,  el   leur  équal ssl 

•  -,  s'    -(<?j       \  -if  — 4(T,a,  \s  =  0. 

La  syzygie  I  J6)  fournil  la  solution  du  problème  analogue  où  il 
s'agit  de  trouver  les  coniques  Langentes  à  une  droite  donnée  el 
,,,,-.,,1,1  par  les  quatre  points  con ns  à  s  el  w. 


-G  i 
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<  )n  peut,  en  effet,  l'écrire,  en  tenanl  compte  de  |  (8  . 

E2  =(DD'<p  —  ID'ff  —  I'D(T')52         (Dff'-h   I'tmi-.s  —  J(|;!+  -  h. 

E  étant  un  covarianl  mixte  composé,  de  classe  i  ri  d'ordre  4« 

Donc,  par  le  même  raisonnement  que  plus  haut,  l'équation  des 
deux  coniques  demandées  sera 

i  94  |      idlw  —  [D(T't  +  l'tti  zt  y/(  D'ff't  —  l'a,  )2-+-  4D'îJi(D'i1  —  Itj  i]s  =  <>. 

Pour  les  problèmes  réciproques,  où  l'on  demanderait  les  équa- 
tions des  coniques  passant  par  un  point  donné  el  tangentes  aux 
quatre  tangentes  communes  à  t  et  ?' ,  ou  à  7  et  tp,  on  peut  re- 
courir aux  syzygies  réciproques  de  (29)  et  de  (47)3  c'est-à-dire 
aux  syzvgies  (71)  et  (39);  ou  plus  simplement  transformer  par 
réciprocité  les  formules  (93)  et  (94),  ce  qui  donne,  pour  le  pre- 
mier cas, 

1  ()">  1  2D'{',j  —  (  ir !  ±  yw\  —  4  DD'siSl)a'  =  o 

et,  pour  le  second, 

1  96  1     2Ds,œ  —  [Ds',  —  Fvi  ±  \f[  D.s-,  —  Is,  j2—  4*i(«'i  —  î7*]  1]  7  =  o. 

Nous  verrons  plus  loin  que  les  formules  (o,3  )  à  (  96  )  ne  sont  que 
des  cas  particuliers  d'une  formule  donnant  la  solution  d'un  pro- 
blème beaucoup  plus  général  que  ceux  que  nous  venons  de 
traiter. 

11.  Examinons  maintenant  de  près  la  syzygie  (76),  dont  j'ai 
signalé  précédemment  l'importance  : 

\  /-.  =  DD'<  II'—  DD')-3—  D'(I2+-  I'D)aic2—  D(I'2-f-  II)  ix'-?  —  .  Il»  -, 
|  -+-  (II' h-  "3  I  >  I  >  \y.y.'~  —  >.  ï'  I  >  se  -  —  —  D'à3  —  I'a2a'  —  Ij.j.-—  I  »  a  ' . 

Le  premier  membre  est  le  produit  d'un  covariant  pur  de  troi- 
sième ordre  par  un  contrevariant  de  troisième  classe,  etreprésente 
par  conséquent  le  produit  de  l'équation  ponctuelle  d'une  cu- 
bique par  l'équation  tangentielle  d'une  courbe  de  troisième 
classe.  Le  second  membre  est  une  forme  ternaire  cubique 
aux    variables    -,    a,    a',    avec    tous    les    coefficients    invariants. 

Si  donc  on  introduit  clans  —,  a,  a',  qui  sont  des  co variants 
mixtes   linéaires   par   rapport    aux   deux    séries    de    variables,    les 


-  ::i;  - 

coordonnées  ; , ,  r  ( .  ^i  <l  une  droite  A  qui  ne  soil  pas  tangente  à  la 
courbe  t,  cette  forme  ternaire  donnera  I  équation  de  t  exprimée  au 
inox  en  de  trois  coordonnées  ponctuelles,  c'est-à-dire  rapportée  à 
trois  droites  dont  l'une  est  la  droite  arbitraire  A,  et  les  deux 
autres  dépendent,  d  une  manière  déterminée,  de  la  position  de  A. 
Si,  au  contraire,  on  introduit  dans  -,  y.,  y'  les  coordonnées  a?<, 
r,,  -t  d'un  point  arbitraire  P  non  situé  sur  la  cubique  £,  la  même 
forme  ternaire  représentera  en  coordonnées  tangcntielles  la  courbe 
de  troisième  classe  7.  un  des  sommets  du  triangle  de  référence 
étant  le  point  P,  et  les  deux  antres  étant  déterminés  par  la  posi- 
tion assignée  à  ce  point. 

Mais,  si  l'on  calcule  le  covanant  hessien  de  la  forme  ternaire 
cubique  aux  variables  ~.  y.  7.',  on  trouve  sans  peine,  en  employant 
le-  formules  connues,  qu'il  se  réduit,  à  un  facteur  numérique 
près,  à  la  forme  elle-même  multipliée  par  l'invariant  composé 

1  97  )  E  =  i-b*-\Yï—  121-  —  ,81100'—  j  [3D'4-4I'3D. 

Par  conséquent,  la  forme  ternaire  en  -.  y,  a.'  est  toujours  dé- 
composable  en  trois  facteurs  linéaires  par  rapport  à  ces  variables, 
qui  elles-mêmes  sont  linéaire-  par  rapport  à  .r.  r,  z-,  comme  par 
rapport  à  ç.  rt,  <.  Donc  le  covariant  t  représente  trois  droites,  et 
le  contrevarianl  ~  trois  points.  Si  E  est  nul,  deux  au  moins  de  ces 
droites  et  deux  au  moins  de  ces  points  coïncident,  puisque  la 
théorie  des  formes  ternaires  cubiques  apprend  que  dans  ce  cas 
la  forme  en  —,  a,  a'  admet  au  moins  un  facteur  carré. 

Plaçons-nous  pour  le  moment  dans  le  cas  général  où  E  n'est  pas 
nul.  Soient  ç,,  yi(,  "Çt  les  coordonnées  d'une  droite  quelconque  A, 
assujettie  seulement  à  ne  pas  passer  par  un  des  trois  points  que 
représente  t.  Alors  7  prend  une  valeur  t<^o,  et  les  coordonnées 
des  points  d'intersection  de  la  droite  A  avec  les  trois  droites  que 
représente  /  satisferont  aux  deux  conditions 

t  -     0,  TE  0 

et,    par  suite,  en   \erlu  de  la  -\/.\gie  (;()>,  à  celle-ci 

(o8)  D'a3-t- r«*a'       faa'2       D«'8  =  o 

I  on  il  faut    suppose!  qu  on  ail  remplacé,  dan-  y.  et  a',  ç,  /,,  Ç  par 
:, .  /  , .  Ç,  1.  Le  discriminant  de  cette  équation  «'•tant  précisément  K. 


elle  ne  peut  pas  avoir  de  racines  égales,  quelle  que  soit  la 
situation  de  A.  Mais  il  esl  évidenl  géométriquement  que  si  A  pas- 
sait par  un  des  sommets  du  triangle  /.  et  seulement  dans  ce  cas, 
deux  racines  de  (98)  devraient  devenir  égales  :  doue  ces  deux 
restrictions  imposées  à  A,  savon-  de  ne  pas  passer  par  un  des  trois 
points  t,  on  de  ne  pas  passer  par  un  des  sommets  du  triangle  t, 
sont  équivalentes,  et  les  trois  points  x  ne  sont  autres  que  les  trois 
sommets  du  triangle  /.  Celle  corrélation  bien  connue  est,  connue 
on  le  voit,  une  conséquence  immédiate  de  la  syzygie  (  76  ). 

Si  Tune  s  des  coniques  fondamentales  se  décompose  en  deux 
droites,  on  a  ])  =  o,  et  la  syzygie  1  70  1  devient,  comme  il  est  aisé 
de  le  vérifier, 

(99)    il»  '!-=—  a[aD  (  x-  -  1-,-,-ail— v  I  -i  -' ~i"n.r  )][■».  I>'i  y.    -lit)      x'(l'      /l'*— 4ID    |. 

Les  trois  facteurs  linéaires  sont  ainsi  mis  en  évidence,  et  l  on 
voit  que  a  est  toujours  l'un  d'eux,  et  que  les  deux  autres  coïnci- 
dent si  I'2  =  f  ID\  comme  cela  devait  être  d'après  (97)-  Dans  la 
même  hypothèse  (D  =  o),  nous  avons  déjà   vu  que 

a2  =  71  I.v' —  u  '); 

donc  l'intersection  t  des  deux  droites  qui  composent  s  est  un  des 
sommets  du  triangle  t  (ou  t),  et  la  conique  dégénérée  en  deux 
droites  coïncidentes  ls' —  w  est  un  des  côtés  du  même  triangle. 

Soient  maintenant,  dans  le  cas  général  où  D  et  E  ne  sont  pas 
nuls,  e,,  7i,,  "C,  les  coordonnées  d'une  droite  A  passant  par  un 
des  trois  points  t.  Ces  valeurs  de  ç.  7j,  Ç,  introduites  dans 
toutes  les  formations,  annulent  7  et,  par  conséquent,  le  second 
membre  de  la  syzygie  (76),  quels  que  soient  ,r,  r,  z\  un  des  fac- 
teurs linéaires  de  la  forme  ternaire  en  oc,  3.' ,  -  est  donc  nul  iden- 
tiquement, quels  que  soient  .r,  r.  ^.  pour  ces  valeurs  particu- 
lières de  H,  7|,  v;  donc  enfin,  la  droite  A  ainsi  choisie  et  les  deux 
droites  a,,  a',,  qui  en  dépendent,  concourent  en  un  même  point. 
Réciproquement,  si  l'on  détermine  ç,  /,.  Ç  par  la  condition  que 
les  trois  droites  -,  a.  a'  soient  concourantes,  l'une  de  ces  trois 
quantités  peut  s'exprimer,  quels  que  soient  a .  »,  c,  en  fonc- 
tion linéaire  et  homogène  des  deux  autres;  d  en  est  donc  de  même 
des  trois  facteurs  linéaires  du  second  membre  de  (76),  et,  par 
suit<  .  les  trois  droites  qui  constituent  la  cubique  /  passent  par  un 
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même  point,  savoir  le  point  de  concours  de  -.  x  et  y.  .  Mais  cette 
conséquence  est  inadmissible,  puisque  les  trois  points  ~  seraient 
alors  coïncidents,  bien  que  l'on  eûl  E  o.  Il  faul  donc  que  l'un 
des  trois  facteurs  s'annule  identiquement,  quels  que  soient  #,  y,  s, 
pour  les  valeurs  en  question  de  :.  y,.  ~:  dès  lors,  il  en  «-si  de  même 
du  premier  membre  de  7''  .  c'est-à-dire  <!<•  r;  el  l;i  droite  A  passe 
par  l'un  des  trois  points  t. 


On  doit  donc  retrouver  1  en  exprimant  que  tc  -+■  Xra-f-  A*7 a' 


on 


/,  .•!  k'  sont  deux  Indéterminées,  s'évanouit  identiquement  quels 
que  soient  .*  .  1  .  c.  ce  qui  fournil  trois  équations,  h  en  éliminant 
/,  el  /.  entre  ces  trois  équations.  On  esl  ainsi  conduit  à  égaler  à 
zéro  le  déterminanl 


,  1,,.. 


//'   : 


"    ',        /'  ', 


'"1:-     "1', 


/o: 
Pi' 


11     r         fi 


m  ,  :  —  n  , 


mi  \  —  " 


OU   ///.    //.  //. 


ont  les  \  aleurs  sun  antes 


I    m    —    \  a        G  g'       Il  A'. 
(101)  \   m.\=  Hb'       \  h       <  !  /' '. 

I    01,      :Gc'-h   H/'-f     \ï. 


n    =Ha'+F^'+BA',        />  =  Ga'      '..         17/. 
„,  =  u//-    !••/■       11//.        ,,,  =  iv,      <;/,'      <;/. 

«2=  ••"'■■'-  1!/'      1^'-        p*=Cc'      Gg       F/', 


el  //>  .  //  .  //,  ....  les  valeurs  qui  se  déduisent  des  précédentes  en 
permutant  les  lettres  accentuées  avec  les  lettres  non  accentuées. 
Le  déterminanl  (100)  a  bien,  en  effet,  le  degré,  la  classe  et  le 
poids  convenables  pour  être  égal  à  -.. 

Déterminons  encore  ;.  y,,  Ç  par  la  condition  que  y.  ne  diffère  de 
n  que  par  un  facteur  constant  k.  In  raisonnement  analogue  à  ce- 
lui de  loni  à  I  heure  montrerait  que  y'  doil  aussi  être  égal  à  /.  ~, 
/,'  étant  un  autre  facteur  constant,  el  que  x  doil  être  nul.  Mais,  en 
outre,  les  syzvgies  (57),  (58),  (63)  montrenl  que  <rt,  (ot,  v't  de- 
viennent divisibles  par -n,  c'est-à-dire,  puisque,  dans  i-c^  expres- 
sions, /  seul  contient  les  variables  > .  r.  r-.  que  /  devient  divisible 
par-.  Donc  7t,  ou  la  droite  choisie,  esl  un  des  côtés  du  triangle  t. 
De  là  une  méthode  nouvelle  pour  trouver  les  équations  des  trois 
cotés  du  triangle  /.  ce  qui  équivaut,  comme  on  sait,  à  la  réduc- 
tion simultanée  de  s  el  s'  à  la  forme  canonique  (somme  de  trois 
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carrés  I.  (  )n  .1 


(m  \       11  v,       p 


(nii;+«|T]     ~  PiK)j    -  un,'-  -  -  h  .r^        /':-.>:■■ 


m .  11 .  /1,  ...  avant  les  valeurs  (10 1  ).  Pour  que  u  ==■  ktz  identique- 
ment par  rapport  à  x.  r,  s,  il  faut  poser 


(102) 


(  //.'    —  /i  )  £  -f-  «  rj   —  /)  Z  —  o. 
m  1  :  —  (  /?i  —  /.  )■»]  —  />i  !I  =  o. 


Pour  que  ces  trois  équations  soient  satisfaites   simultanément 
par  un  même  système  de  valeurs  de  ç,  7),  Ç,  il  faut  que  l'on  ait 


/«  —  A 


i  io3  ) 


11  p 

rii  —  k         pi 

"1        p%  —  ^ 


ce  qui  détermine  /.  par  une  équation  cubique.  Soient  /.,.  /,2.  k3, 
les  trois  racines  de  cette  équation;  en  les  reportant  successive- 
ment dans  les  équations  (102),  on  aura  trois  systèmes  de  valeurs 
1  :,,  r\i,  Z,  )  I  /=  1  .  2,  3  i:  et 


(104) 


Zj.r  —  /,/  y  +  Ç|2  =  O  (î  =  1 ,   2,    !  I 


donnera  les  équations  des  trois  cotés  du  triangle  t.  Le^  mêmes  ra- 
cines /,,.  Âo,  À;,,  introduites  dans  les  trois  équations 

1  m —  k)x  ■+•  niiy  ■+•  m2z  =0, 

nx  —  (  n{  —  k)j  -+-    n>z  =  o, 

p r  +■  p\y  —  (pi  —  k)z  =°j 

donneraient  d'ailleurs  évidemment    les  trois  systèmes  de  valeurs 

(xi,Yi,  z-i)  (i=  I,  •->..  3  »,  qui,  portés  dans 

xt\  —  7,r,  +  z/Ç  =  o, 

fourniraient  les  équations  tangentielles  des  tn»i>  sommets  de  t. 
I  iomme  application,  soient 

s  =  3.r--^  yj'2—  4j-  —  2xz  —    Gxj  . 

s'—  ">  ./  -        Si-—  >  c-  -li,r;         l  î  ?•)•. 


c  = 

18, 

F  = 

—     >. 

G  =  3, 

Il     =—      JL. 

C'  =  — 

'.)• 

F'  = 

■il . 

<  ■  '  =  *.i  ï . 

Il  ■    -  —  l-i. 

Kl 

Les  formules  (i5)  donnenl 

\  =  _    4.       B  =—    1. 
\  [6,       B'  =  — 19, 

ci  les  formules  (101  1 

/;;   =  — 15,      n  =    6,      p  — — 18.      m{  =  \>.      «j  =  6,      Pi  — —  i '• 
111-2  —       (ï.      »2=  12.      p-2  =  —  (5. 

L'équation  1  1  o3)  devient 

/.:i  —  ">  i  /  -   -  891  k  +  i  i;  j  =  o, 

ci  ses  trois  racines  sont  — 9,  — 18,  —  27.  Les  équations  (102) 
donnent  alors  pour  ç,  rn  ^  les  trois  systèmes  de  valeurs  (o,  3,  1); 
( —  2,  1 ,  o)  ;  (1 ,  1 ,  1)  ;  ce  qui  donne  enfin,  pour  les  trois  cotés  du 
triangle  /. 

3y -t- z  =  o,         ix — y  =  o,         x  -+■  y  -t-  z  =  o. 

12.  La  svzygie  (76),  que  nous  venons  d'étudier,  nous  a  donné 
l'équation  de  /  rapportée,  en  coordonnées  trilinéaires,  à  trois  a~x.es 
dont  un  est  arbitraire  (avec  cette  seule  condition  de  ne  pas  passer 
par  l'un  des  sommets  de  ~  )  ;  et  aussi  l'équation  de  t  rapportée,  en 
coordonnées  tangentielles,  à  trois  points  dont  un  est  arbitraire 
avec  cette  seule  condition  de  ne  pas  être  sur  l'un  des  côtés  de  t). 
Les  syzygies  (77),  (78),  (79),  (80),  (81)  et  (82)  nous  donnent 
les  équations  ponctuelles  de  0,  [3,  [j',  e,  i' ,  Y,  rapportées  aux 
mêmes  coordonnées  que  t  dans  la  syzygie  (76);  avec  cette  seule 
différence  que  les  coefficients  ne  sont  plus  des  invariants,  mais  des 
contrevariants,  et  que  leurs  valeurs  dépendent,  par  conséquent, 
de  la  position  de  la  droite  arbitraire  choisie  pour  l'un  des  côtés 
du  triangle  de  référence.  De  même,  les  syzygies  (33),  (4o),  (4i\ 
(  {2),  (43)>  (65)  donnent  les  équations  tangentielles  de  0,  (3,  fi', 
:.  :'.  y.  rapportées  aux  mêmes  coordonnées  que  -  dans  la  syzygie 
(76),  avec  cette  seule  différence  (pie  les  coefficients  sont  des  co- 
variants  purs,  donl  les  valeurs  dépendent  de  la  position  du  point 
arbitraire  choisi  pour  l'un  des  sommets  du  triangle  de  référence. 
Dans  tons  les  cas.  les  coordonnées  sonl  les  trois  co variants  mixtes 
linéo-linéaires  -.  a,  oc'. 

Il  esl  facile  «I  obtenir  des  expressions  analogues  pour  les  équa- 


lions  ponctuelles  de  s,  s1,  w:  et  tangentielles  de  ~.  -  .  »,  rapportées 
à  ces  mêmes  coordonnées.  Si  l'on  multiplie  le-  syzygies  (3o), 
(3i),  i '  H7  |  par  t,  et  qu'on  y  remplace  to,  ~'j.  tV.  te,  -i.  ty  par 
leurs  valeurs  tirées  des  syzygies  -7  1(82);  ou  encore  si  Ton  tire 
des  trois  équations  (48),  (49)>  (5o)  les  expressions  de  s,  s',  w, 
considérées  comme  seules  inconnues,  on  arrive,  en  remarquant 
que  le  déterminant  de  (48),  (49)  et  (5o)  est,  dans  ce  calcul  g 
à  ~-,  en  vertu  de  1  83  1,  aux  troi-^  syzygies  suivantes 


(io5) 
(106) 


(107) 


[  -.-  s  =  e  y.-  —  ■>.  Q'olx'  —  A  y. '-  —  2 1  D  <->  —16'  1  x- 

_2(D'A  —  re')  a-—  [1  n  —  du  h  ■_  iiih     iha]^. 

;  -ïs'  =  6'a'2—  26aa'-+-  A'x2  —  a|  L)'<-> '—  I  8  |om 

(  —  'i  da'  —  leia'-  —  [1  ii'-f-DD')e  — iD'e'—  i'Da']-2. 

w»  —(l'e—  D'e')a2-H2(ie—  DA')aa'+(ie'—  De)a'2 

-  2[l  ID'—  I'î)e'—  DD'6-  IL)  A]a- 
2[i  I'D  —  Pie  —  DD'e  —  IDA  ]a  - 
[|  I«I'-4-aIDD'— I'«D  |6  —  D  1  I'D  -  Iâ;e'  —  (FI'-t- DD' ilJA']-*. 

dans  lesquelles  j'ai  posé,  pour  abréger, 


H 

(e 
1  A 

=    Itt 

r-7- 

I»    TO, 

(108) 

=  177'  - 

^    I>77     - 

-  D '7- 

-  1 72 

-  Dct'o, 

—  Iffœ  - 

-  Do' 

'  A' 

=    D'77'- 

-  I  7'2 

+  IV©- 

DY 

ce  qui 

entraîne 

les  relations 

[  le  — 

DA'  = 

re— D' 

A. 

(109) 

e©  — 

ev  = 

A' 7. 

Q'o—Qa    =  \~  . 
et  aussi  les  suivantes,  d'une  grande  importance, 

0A  —  e'2  =  r-7. 


(110) 


h  a  —  e2 


aa'—  ee'=  ~-z. 


Les   sN/vgics    1  10.V1.    (ioo'k    (107)    peuvent    être    considérées 
comme  donnant  pour  s,  s',  u\   îles  expressions  canoniques  émi- 
nemment commodes  pour  résoudre,  avec  l'aide  des  relations    10g 
et   (110),  les  problèmes  dans  lesquels  il  s'agit  de  trouver  l'équa- 


tion  ta iige nti elle  il  un  heu  quelconque  dépendant  des  deux  coni- 
ques fondamentales  el  d'une  droite  variable. 

Ton;  d'abord,  les  intersections  d'une  droite  arbitraire  it  avec  s 
el  s  sonl  évidemment  données  par  les  deux  équations 

Qx2  ,{-)'  y.y.         A  y'  '         0, 

A/a2  -+-  j.  8  5;^        8'  2'-  =  o, 

dont  les  discriminants  sont  ~2?  et  7-7'.  comme  cela  devait  être, 
l'invariant  commun  T2cp,  et  le  résultant  x4  (co2  —  .{""'>•  Donc 
'f- —  \^y  est  l'équation  tangentielle  des  quatre  points  communs  à 
s  el  s',  et  tp,  d'après  la  signification  connue  de  l'invariant  binaire, 
est  l'enveloppe  des  droites  coupées  barmoniquement  par  a*  el  s'. 

Proposons-nous  de  former  l'équation  de  l'enveloppe  des  droites 
coupées  barmoniquement  par  les  deux  coniques  covariantes 

A  W  —  >).$  —  v.s'.  /.'  W  -+-  \X  S  -r-  V   s', 

(jui  dépendent  chacune  de  deux  arbitraires.  Les  intersections  de 
ces  coniques  avec  une  droite  quelconque  tc  seront  données,  en  uii- 
lisanl  les  formules  (io5)  à  (107).  par  l'évanouissement  simultané 
de  la  forme  binaire 

|  ai  ['8—  D'8')-+-  [J.S  —  v.V'Jy.2 

-t-2[X(I8  —  DA')+  (x8'  -    v8  |aa'  j-|  a,  18'—  D8  14-fxA  -+  v8'  |  a  :. 

el  de  celle  qui  s'en  déduirait  en  remplaçant  X,  jx,  v  par  ),',  jjl',  v'. 
11  suflit  donc  d'égaler  à  zéro  l'invariant  commun  de  ces  deux 
formes,  ce  qui  donne,  en  tenant  compte  des  relations  (109)  et 
•  i  101.  ri  divisant  par  7-.  pour  l'équation  demandée 


o  = 


I     •  /  /   !  I   l>7  ■-  Il>  7  —  !>]>'•:,  )  —  :>.  ;;.;j.'7  -+-  2vv'ff'-t-  (X[jl'-+-  X'(i.)(I'o        Dff') 
l  (Xv        X'v)(Ia'-4-  D'ff  1        (  fiv'       ;;.'•/  |ç>. 


C  esl  donc  une  conique  covariante.  \u  moyen  de  1  1  1  1  l,  on  peut 
résoudre  des  questions  du  genre  de  celle-ci  : 

Etant  donnée  une  conique  \  du  faisceau  s  +  ks\  il  existe 
une  autre  r<,iii</ii<-  \  '.  de  la  forme  V  w  ■+-  u/s  vV,  7///.  réunie 
<i  \  .  coupe  harmonique  ment  toutes  1rs  tangentes  <l<-  s.  Trouver 
I  enveloppe  de  \  . 

Il  suffit   évidemment    d'exprimer  que  I  nue  des  coniques  dont 


on  part  dans  le  problème  précédent  se  réduil  à  s  —  /.V.  et  que  la 
conique  représentée  par  (111)  se  réduil  à  t.  ce  qui  donne  cinq 
relations  entre  les  six  indéterminées,  savoir 

X  =  o,         p,=  i,         v  =  k, 

•i /iv' -+-  D V -+- lk À'  =  o,        v'-+-  k [x  =  o. 

On  satisfait  à  ces  conditions  en  prenant 

X'=2À:2,         n'=D  +  IA:,         v'  =  —  A( .;  D -f-  I  /  :)  ; 

d'où,  pour  l'équation  de  la  seconde  conique  initiale, 

k*  (  2  w  —  I s')  -h  Ar( Is  —  D  s'  )  +  Dj  =  o, 

et  pour  eelle  de  l'enveloppe  cherchée 

|  112)  (I  .s-  —  D  s'  )"-  —  8  D  ws  =  o  : 

c'est   donc  une  courbe  du  quatrième  ordre. 

Pour  obtenir  l'équation  tangenlielle  de  la  conique  covariante 
la  plus  générale  exprimée  en  coordonnées  ponctuelles,  savoir  : 

À  »'  -+-  [15  -+■  vs', 

il  suffit  évidemment  de  faire  dans  la  formule  (i  1 1)  X'  =■  X,  <i!  =  'J.. 
v'  =  v  ;  ce  qui  donne 

i   X2(I'D<r'-)-ID'<T—  DD'<e  |  -    ii2a 

(  i  '  3  )     \ 

/  -f-  V27'-f-  AU(  I  ff  -+-  Dî  )  —  Xvi  [<r+Dff)+  nv?  =  o. 

Le  discriminant  du  premier  membre  de  (i  i3),  considéré  comme 
forme  quadratique  ternaire  en  A,  p.,  v,  se  réduil  à  t-t-. 

13.  Comme  cas  particulier  des  équations  |  ioû  \:  1  106),  (107). 
supposons  0  =  0'  =  o,  ce  qui  équivaut,  d'après  (1 10),  à  supposer 
<r  =  o-'=  o,  c'est-à-dire  à  prendre  pour  l'un  des  côtés  du  triangle 
de  référence  une  des  quatre  tangentes  communes  à  s  et  s'.  Alors 
les  équations  dont  il  s'agit  deviennent,  puisque  !  83  1  et  (  108)  don- 
nent, dans  ce  cas, 

-2=DD?3,         A=— Dec2,         X'  =  —  D'©2, 

/  D'os  =  —  a'2     — 2 D'à- -1- II)'--. 
in.ji  D<ps'  =  —  a2     —  2D  a-  -fl'Dz  -'. 

!  ©w     =        ua-/'  —  2  V'j-    —  >l-a-       ill         IM>   1-'. 


comme  <>u  aurail  pu  d'ailleurs  le  déduire  immédiatement  des 
syzygies  (48  I,  <  [g  i,  l  5o  |. 

Les  formules  ( 1 1  4  )  donnent  les  équations  de  s,  s',  W  sous  une 
forme  éminemment  commode  pour  les  problèmes  où  il  s'agit  <l<' 
calculer  des  invariants,  puisque  ions  les  coefficients  \  sont  déjà 
des  invariants. 

Elles  montrent,  par  exemple,  que,  pour  D  =  o,  s  se  décompose 
eu  (\cu\  droites  a'rn  -^  ID',  et  w  en  deux  droites,  tï  et  2  a'  —  1'-, 
tandis  que  a  est  identiquement  nul;  que,  pour  H' —  DD'=  <>,  w  se 
décompose  en  deux  droites,  a  —  1-,  a' —  Y ~.  Elles  montrent  en- 
eoi-e,  dans  le  cas  général,  que  si  M,  M'  sont  les  points  de  contact 
respectifs  de  s  et  de  s'  avec  la  droite  -,  a  passe  par  M'  et  a' par  M; 
si  \  et  V  sont  les  seconds  points  d'intersection  de  a'  avec  s,  et  de 
y.  avec  s',  la  tangente  à  s  en  N  est-I-rc  —  2  a  et  passe  par  M',  la  tan- 
gente à  s'  en  N'  est  l'iz  —  2  a'  et  passe  par  M;  de  telle  sorte  que  M 
est  le  pôle  de  a  par  rapport  à  s',  et  M'  le  pôle  de  a'  par  rapport  à 
s.  La  signification  géométrique  des  invariants  I,  l'  apparaît  alors 
clairement  :  si  1  =  o,  par  exemple,  a  est  tangente  à  s  en  N,  les 
trois  points  M',  N,  N'  sont  en  ligne  droite,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

St  l' invariant  I  des  deux  coniques  s  et  s  est  nul,  la  polaire, 
par  rapport  à  .v\  de  l'un  quelconque  des  quatre  points  de  con- 
tact de  s  avec  les  tangentes  communes  à  s  et  s'  sera  tangente 

à  s. 

\n  point  de  vue  dualistique,  I'  correspond  à  I,  comme  nous 
I  avons  vu  ;  on  peut  donc  dire  encore  : 

Si  I  invariant  I  des  deux  coniques  s  et  s  est  nul,  le  pôle ,  par 
rappmt  à  s,  rie  lu  tangente  à  s'  en  l'un  quelconque  des  quatre 
points  communs  à  s  et  s'  sera  situé  sur  s'. 

14.  Comme  exemple  d'un  calcul  d'invariants,  proposons  nous 
de  former  le  discriminant  de  la  conique  covariante  la  plus  gé- 
nérale 

V  À  W  -+■  [AS  +  V.v  . 

I  n   prenant    s,   s '.  w -mis  la   forme   donnée  par  Mi.'ji,   \    peut 


(Il", 


-   i5  - 
s'écrire 

o\    -  -    |i  II'   ■    I  >l  >'  i  >.  -i    1;/        rv]n«—    g  a2     -  =£  z'« 

—  •>  Àaa' —  21  l'X  -+-  a  )a~  —  a(lX  -+-  v  ja'-. 

El  dès  lors,  en  appliquant  la  formule  (6),  on  trouve,  pour  le 
discriminant  Dwv  de  Y,  l'expression 

(  I»a;j.v  =  DD'(II'—  DD')X3-(-  ]),  i'2_i-iD')Xî;/.  4-  D'(I«-+-  t'D  ia-v      al'DXj** 
|  4-  (II'  -h  3DD')Xjav  4-  2ÏD'Xv2-f-  Djj.3+  I;x2-/  +  r>v24-  D  v3. 

Cette  expression  de  Dx,JV  devient  identique  à  celle  de  t~  \  sv- 
zygie  (76)],  si  l'on  y  remplace  A,  [.*.,  v  par  te,  —  a',  —  a.  On  en 
conclut  que  Dx^v  est  décomposable  en  trois  facteurs  linéaires  par 
rapport  à  X,  u.,  v,  et  que  les  systèmes  de  valeurs  de  À,  u.,  v,  pour 
lesquels  V  se  décompose  en  deux  droites,  sont  précisément  les 
systèmes  de  valeurs  de  tc,  —  a',  —  a  qui  annulent  /t.  En  d'au  Ires 
termes,  si  l'on  introduit  dans  -,  a,  a'  les  coordonnées  tangen- 
tielles  d'une  droite  arbitraire  A  et  les  coordonnées  ponctuelles 
d'un  point  .M  appartenant  à  l'un  des  côtés  du  triangle  t  (ou  encore 
celles  d'un  point  M  arbitraire  et  d'une  droite  A  passant  par  un 
des  sommets  de  t)  la  conique  V  =  tzw —  %' s —  as',  que  je  dirai 
être  associée  à  A  et  M  (ou  à  M  et  A),  dégénérera  en  deux  droites. 
Si,  en  particulier,  A  restant  arbitraire,  on  prend  pour  M  un  des 
trois  points  où  A  coupe  les  cotés  de  f,  on  aura  tc  =  o,  et  l'on 
obtiendra  les  trois  coniques  du  faisceau  y.' s  -\-  y.s'  qui  dégénèrent 
en  deux  droites,  c'est-à-dire  les  couples  de  cordes  d'intersection 
de  s  et  s' ;  les  valeurs  correspondantes  de  a  et  a'  satisfont,  connue 
le  montre  d'ailleurs  immédiatement  la  formule  (i  i5),  à  l'équation 
déjà  obtenue  (98) 

Da'3-t-  la'2 a  4-  l'a' a- 4-  D'a:i  =  o. 

Si,  A  restant  arbitraire,  on  prend  pour  M  un  des  sommets  «le  t, 
il  est  naturel  de  prévoir  que  V  dégénérera  en  deux  droites  coïn- 
cidentes :  nous  allons  voir  que  c'est  en  effet  ce  qui  a  lieu. 

Désignons  parti  la  fonction  de  X,  u,  v  qui  constitue  le  second 
membre  de  (ii5),  et  par  -L,,  <!/2,  ta  ses  trois  facteurs  linéaires 
par  rapport  à  X,  u,  v.   Posons  en  outre 

!    p   =  II)'  1-  -+-  a-  +  ['X|J,  +  D'Xv, 
(116)  <    p'=  I'DX*+*«  4-    [Xv   +  H);;.. 

I  =  ;j.V  —  DD'Xs. 
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ce  qui  permet,  en  vertu  de  i  i  i3  \  d1écrire  ainsi  I  équation  tangen- 
tielle  de  \    : 

(117)  ■-.-  —  pV-f-  7-  =  «). 

(  )n  vérifie  aisément  les  trois  relations 


et) 

,i_ 

d 


al'Dp-t-  alD'p'-H  II  —  3  I> I  >  1  y . 


'-1  =  3Dp-+-I'?'-v-2lv, 
lï  =  [?  +  3D'p'  -  >\  /, 


Lorsqu'un    système  de  valeurs  de  X,  ;j.,  v  annule  un  des  fac- 
leurs  de  o.  v,  par  exemple,  les  valeurs  des  trois  dérivées  -=f >  -,— » 

dû  . 

-jJ-  deviennent    évidemment  égales  à   la  valeur  du   produit  <l,  <!/a 

multipliée  par  les  valeurs  de  certains  coefficients  qui  sont  des 
fonctions  irrationnelles  des  seuls  invariants.  Il  en  est  donc  de 
même,  en  vertu  de  (118),  des  valeurs  de  p,  p',  y:  par  suite, 
l'équation  1  1  \~  \,  en  supprimant  le  facteur  ■.!>,  •1.2  coin  m  un  à  p,  p',  y. 
prend  la  forme 

Pi  "  ■+  }  \~'  ~    7 Vf  —  o, 

où  les  valeurs  de  p(,  p',,  yi  ne  dépendent  pas  de  celles  de  À.  p.,  v, 
mais  uniquement  de  celles  des  invariants;  seulement  ces  trois 
coefficients  ont  des  valeurs  numériques  différentes,  suivant  que 
c  esl  I  un  ou  l'autre  des  trois  facteurs  tl,,  'l->.  •!/;,  qui  s'annule.  Donc 
I  équation  tangenlielle  reste  la  même,  quelle  que  soii  A.  pour  tout 
point  M  situé  sur  un  même  côté  du  triangle/;  et,  comme  elle 
représente  le  carre''  de  l'équation  tangenlielle  du  point  double  de 
la  conique  dégénérée  \  ,  on  eu  conclut  que  ce  point  double  occupe 
une  position  fixe. 

Si   M    coïncide  avec   un  des  sommets   de   /.    deux   des   facteurs 

il-  1  -i  .1  ,  ,  ,        d\       <hl       i/'l 

de  o  s  annulent  ;  il  en  est  (loin-  de  même  de    -,   >     ,'  >   -r-   et,   par 

'  il/.        il\i.       (h  ' 

suite,  aussi  de  p,  p',  y  1  '  i;  l'équation  1  1  1  -  »  esl  doue  satisfaite  iden- 


\  moins  que  le  déterminant  E  des  équations  (118)  ne  *<>ii  nul:  ce  cas  sera 
discuté  |ilu~  tard. 


tiquera  en  t,  ce  qui  signifie  que  la  conique  associée  ;'i  A  et  \l    dé 
génère  en  deux  droites  coïncidentes  ;  et  réciproquement. 

Il  existe  donc  trois  systèmes  de  valeurs  d<-  -.  y.,  y'  qui  rendent 
-iv — %' s  —  as'  un  carré  parfait,  et  il  n'en  existe  que  trois. 

Mais,  (I  autre  part,  le  second  membre  de  la  s^zvgie  i  i>  ),  consi- 
déré comme  forme  ternaire  cubique  aux  variables  s.  s.  .s',  se  dé- 
compose en  trois  fadeurs,  car  son  hessien  n'en  diffère  que  par  le 

coefficient E.  Chacun  de  ces  facteurs  représente  donc  soil 

le  carré  d'un  des  côtés  de  t,  soit  le  produit  de  deux  côtés.  Mais 
cette  seconde  hypothèse  est  inadmissible,  car  un  même  coté  de  t 
entrerait  alors  en  facteur  dans  deux  expressions  différentes 

À,  W  —   fXjS  —  VjS',        ÀoH'  -4-  JJL2  .V  -t-  V.,s', 

et,  par  suite,  dans  leur  combinaison 

I  À.,  [A,  —  À,  fia  \S  —  I  XSV,  —  /.[■/,  I.s''. 

el  passerait  par  deux  des  points  communs  à  s  et  s';  tandis  que  la 
>\/.vgie  (i3 )  montre  que  t'2  ne  peut  pas  s'annuler  pour  s  =  s'  =  o, 
à  moins  que  w  ne  s'annule  aussi,  ce  qui  entraîne  évidemment  une 
relation  invariante  (nous  verrons  plus  loin  que  cette  relation  est 
E  =  o).  Donc,  si  /,,  /;,,  t3  sont  les  trois  côtés  du  triangle  l,  les 
trois  coniques  de  lu  forme  Xtv  -f-  'j.s  -{-  Vs'  qui  se  réduisent  à  deux 
droites  coïncidentes  sont  précisément  les  facteurs  du  second 
membre  de  la  sv/.vgie  (i3);  et  ces  trois  droites  doubles  sont  pré- 
cisément /,  ,    /o,    /.{. 

Donc  aussi  on  peut  inversement  mettre  s.  s',  w  sous  la  forme 
suivante 

,'  w  =  t\ -t-*|-t-  ti, 
Ci  19)  ■]   s  =  kit* -h  k,ji -h  k3q, 

[   s  =--  k\t\  +  k\t\     /.  ,r\. 
;i\  ec  la  relation 

(120)  t*  =  §t\t\tl, 

où  0  est  un  coefficient  numérique;  et  une  conique  quelconque  du 
réseau,  \   =r-niv  —  a'.v —  a.v',  sous  la  forme  analogue 

y      \     ■-    !"  /.,*'  —  k\%)t\ 

(  —  1  t.  —  kt  y.'  —  h  ■.,  y.  1  /  -,  -  t  -  1  -  —  /.;j  a  —  /.  :i  a  If  5. 


—  m  - 

Il  est  clair  que,  pour  que  \  dégénère  en  deux  droites,  il  faut  et 
il  suffit  que  le  coefficient  de  l'un  des  trois  carrés  s'évanouisse, 
auquel  cas  \  se  décomposera  en  deux  droites  se  coupant  en  un 
des  sommets  de  /  :  ce  qui  concorde  bien  avec  le  résultat  obtenu 
ci-dessus  relativement  à  L'invariabilité  du  point  de  concours  des 
deux  droites  composant  une  conique  dégénérée  ;  et  aussi  avec  un 
des  résultats  obtenus  au  n"  11.  savoir  que  l'on  retrouve  les  trois 
points  -  en  déterminant  ç,  ï),  ^  par  la  condition  que 

Tz  —  ka—  k'a.' 

s'annule  quels  que  soient  .r.  r.  ;  (ou,  en  vertu  de  la  réciprocité, 
les  trois  cotés  du  triangle  /  en  déterminant  .r,  r,  ;  parla  condi- 
tion que  celte  même  expression  s'annule  quels  que  soient  ç,  yj,  Ç). 
On  voit  de  plus  que  les  trois  systèmes  de  valeurs  de  /.  cl  de  k'  «pie 
fournit  ce  dernier  calcul  sont  précisément  les  coefficients  des 
trois  carrés  dans  s  et  s'  ramenés  à  la  forme  canonique  (i  19). 

Les  coefficients  des  trois  carrés  dans  le  second  membre  de  (121) 
étant  précisément  les  trois  facteurs  linéaires  en  «,  oc,  a',  dont  le 
produit  est  égal  à  tx  en  vertu  de  la  syzjgie  (7O),  et  dont  chacun, 
égalé  à  zéro,  représente  un  des  côtés  du  triangle  /  ou  le  sommet 
opposé,  la  formule  (121)  peut  s'écrire 


(laa) 


V  =  (*t)i*î-M  Mr),<!-M  /-h'h 


en  désignant  par  1  /ti,.  (<t)2,  (j~):\  les  valeurs  que  prennent  les 
trois  facteurs  linéaires  de  t-  quand  on  v  introduit  les  valeurs./,, 
r,.  st,  ç,.  Y,,.  Ç,,  qui  définissent  le  point  M  el  la  droite  A  aux- 
quels \   est  associée. 

15.  L'analogie  signalée  plus  liant  entre  les  formules  (n5)  et 
(76)  peut  être  utilisée  à  un  autre  point  de  vue.  Puisque  le  discri- 
minant !)>,.,.•,  peul  être  écril  sous  forme  de  déterminant,  il  en  esl 
de  même  de  /t.  <  >n  obtient  ainsi 


123) 


I  II        DD')ir        la  —  la'     a'  —  t  -     a  —  \r. 
Di  »'—  Vit)  a  Dtc 

D'(o  — Itc)  h-  «* 


/t  est  donc  le  résultant  de  trois  équations  lin»  aires,  que  l'on  peut, 
en   se   reportant   aux    relations  i  1  1  \  l,  écrire  sous  l'une  des  deux 


formes  suivantes 
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(Iw  dw  ,  dw 


ds'  ds           ,    fis 

'    "»*£  H  ^7h.  ^^di    =  °' 

ds  ds         ,   ds 

an  rt«             «a 

rftp  rfs'  ,   ds 

^d^-aid^-^-âk  =  °' 

r/iv  ds'  ,    ds 

<3?iv  r/.s'  ,    r/.v 

ofa'  '  doi'         '  da' 

Le  groupe  d'équations  (is5)  n'est  autre  que 

d\  rfV  •   tfV 

5™  =  °'        d»  =  °'        5?  =  °' 

en  désignant  toujours  par  V  la  conique  7^|  w  —  c/.{s' —  3-\s;  il  ex- 
prime donc  que  t  est  le  lieu  des  points  dont  les  coordonnées, 
introduites  dans  V,  font  dégénérer  cette  conique  en  deux  droites, 
et  aussi  [à  cause  de  la  parfaite  symétrie  des  équations  (126)  par 
rapport  à  ~  e t  tt,  ,  a  et  a,,  a!  et  a'J  le  lieu  des  points  doubles  de 
ces  coniques  dégénérées,  ce  que  nous  savions  déjà. 

Le  groupe  (124)  exprime  que  t  est  le  lieu  des  points  dont  les 
polaires  par  rapport  à  <r,  s,  s'  sont  concourantes,  et  le  lieu  des 
points  de  concours  de  ces  polaires. 

D'ailleurs,  si  l'on  écrit  explicitement  les  équations  (124),  ouïes 
équations  (120),  en  affectant  l'indice  1  à  l'un  des  points  qui  y 
figurent  symétriquement,  l'indice  2  à  l'autre,  on  obtient  dans  les 
deux  cas  les  trois  mêmes  relations  entre  les  coordonnées  de  ces 
deux  points,  savoir: 

(H'-t-  DD')^-,-  [(TCj'a'a-hicaa',) 

—  I'(iziaz-+-  7Zi<x1  )  -t-  (aj  a'.,  -t-  a2a'i  )  —  O, 
(126)' 

a,  a2  -+-  D(  TCia'j  -4-  m'/j  —  I'Di^itj  —  o, 


a\  a'2  -f-  D'cmxo  -+-7C2ai)  —  JD'-,-,  =  o. 

Si,  dans  ces  relations,  on  introduit  les  coordonnées  £,,  rJ(,  "Ç{ 
d'une   droite  quelconque,   puis  dans   -,,  a,,  a',    les  coordonnées 
XVIII.  '■ 
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d'un  point  M  pris  arbitrairement  sur  un  des  côtés  de  /,  elles  don- 
neront pour  -_>.  x2.  a.,  les  valeurs  qui  conviennent  au  sommet 
opposé  ;  et,  si  INI  est  un  des  sommets,  elles  donneront  entre 
-,.  Xo.  y..,  une  seule  relation,  celle  qui  convient  au  côté  op- 
posé. 

Ainsi  la  polaire,  par  rapport  à  une  quelconque  V  des  coniques 
covariantes,  d'un  point  quelconque  pris  sur  un  des  côtés  du 
triangle  /  passe  par  le  sommet  opposé,  et  la  polaire  d'un  sommet 
est  le  côté  opposé,  ce  qui  constitue  la  propriété  la  plus  importante 
du  triangle  /.  comme  il  est  bien  connu. 

o 

16.  De  même  que  nous  avons  obtenu  les  expressions  [formules 
(io5)  à  (107)]  de  t-.s\  7?.ï',  x2w  en  fonction  des  trois  variables  -.  x. 
a',  avec  des  coefficients  où  n'entrent  que  les  invariants  et  contreva- 
riants.  de  même  il  est  facile  d'obtenir  les  expressions  de  t-i, 
t'2?',  t-z,  en  fonction  des  mêmes  variables,  avec  des  coefficients 
où  n'entrent  que  les  invariants  et  covariants  purs.  Il  est  d'ailleurs 
inutile  de  faire  le  calcul  complet  en  partant  soit  des  sjzvgies  (5;  ), 
(63),  (58),  multipliées  par  «,  soit  des  syzvgies  (48),  1  i()),  (5o), 
résolues  par  rapport  à  <r,  7'.  tp  :  il  suffit  de  transformer,  en  appli- 
quant la  loi  de  réciprocité,  les  formules  (io5)  et  suivantes.  Voici 
les  formules  auxquelles  on  est  ainsi  conduit 

(   r-7  =  L'z*-±-iDTzx  —  DT'a's—  aD(D'T'-  I'T)a- 
(1'27'  4-aD(L'— IT)a'ic-HD[(U'H-DD')T-ID'T'— I'L'Jit», 

(  t*o'=  D'T^+aD'T'w'-  L«'«-+-2D'(L  —  I'T')ait 
(I28'    /  -f-2D'iDT-IT')2-- -D'[(II'+DD')T"-I'DT-  IL]-2, 

tiv  _  (]'T  —  D'T')a*-+-  2(iT  —  L')«a'-f-(IT'—  DT)«'s 
\  _t-a[(ID'— I'*)T'— DD'T -+-I'L]arc 

_,_2[(I'D—  [*)T  —  DDT'--  IL'j'/- 


p  |2j ■_  -2IDD  —  I'»D)T  -:-  D'(1'D  —  I*)T  — (II'  -+■  DD')L']tc*, 
en  posant  pour  abréger 


I        l'ss'—  DV—  ws\ 

I  [«'—  it.s'2—  (ex. 


,    1.  _  i.d.s.v  —  ['Ds'*H    Is'w  —  w*, 
L'  =  DD'ss'—  II». s-  -     Vsw  —ir2. 


-  r>l  - 

ce  qui  entraîne  les  Délations' 

/   IT     —  V        =  I'T'-L, 
(i3i)  Tw  —  DT's  =  L's', 

'  T'tr  —  DT.s'  =  L.s-, 

et  aussi  les  relations  importantes 


,  TL    - 
TV— 


D'T'«  =t*s', 
i  T'L'-DP  =  fis, 
!  LL'  —  DD'TT '  =  /-..  . 


Les  formules  (127)  à  (i32)  permettent  de  résoudre  les  pro- 
blèmes réciproques  de  ceux  auxquels  s'appliquaient  les  formules 
(io5)  à  (1  10).  On  trouve  notamment  ainsi  : 

i°  Que  le  lieu  des  sommets  des  faisceaux  harmoniques  tangents 
aux  deux  coniques  Xcp  +  ut  -f-  ver',  X'cp  -+-  u't  -f-  vV  a  pour  équa- 
tion ponctuelle 

/  o  —  aXX'(Is'-f- I's  —  w)  h-  2|i|i'Ds 
(i33)  -+-  avv'  DV-{-  (X(jl'-h  X';j.)(  Is  -f-  Ds') 

+  (Xv'-H  X'v)(IV-l-  D's)  -4-(  jxv'+  [J-'v)»-: 

20  Que  l'équation  ponctuelle  de  la  conique  contrevariante  la 
plus  générale  \<d  -f-  |j(.o-  +  vt'  est 

X2(lY-t-I'$ —  w)  -h  u2Ds 


(i34) 

(       -+-  v2D V-f-  Xfi(  Is-f-  Di')+  Xv(LV-t-  D's)  -h  [xv  w  =  o: 

3°  Que  le  discriminant  de  cette  dernière  équation  a  pour  ex- 
pression 

/  Dx(av  =  (H'-+-  DD'  ) X3  +(I2+I'D) X2  ^ 
(i35)      j  -t-(I'2-t-ID')X2v-+-2lDX[ji2-f-(I['+3DD')X{jiv 

(  -+-2l'D'Xv2-f-  DV3-Hl'Dp.«v  +  ID'fiv2-+-D'2v3, 

et  devient  égal  à  D2D'2Dx(iv  [formule  (1  î.V)],  si  l'on  y  écrit  DD'/., 
D'v,  Du  au  lieu  de  A,  u,  v,  respectivement.  On  en  conclut  immé- 
diatement : 

4°  Que,  si  -,  a,  a'  deviennent-,,  a,,  a',,  quand  on  y  introduit 
les  coordonnées  ponctuelles  d'un  point  M  quelconque  et  langen- 
tielles  d'une  droite  A  quelconque,  il  faut  et  il  suffît,  pour  que  la 
conique  contrevariante  \'=  DD'-rt,  3  —  D'à,  t  —  Da,  t'  dégénère 
en  deux  points,  que  A  passe  par  un   des  sommets  du  triangle  /; 


dans  ce  < :as,  les  deux  points  donl  il  s*agil  se  trouvent  sur  le  côté 
opposé  «lu  triangle,  ainsi  que  les  pôles  de  A  par  rapport  à  une 
conique  contre  van*  a  a  te  quelconque; 

5°  One,  si  A  coïncide  avec  un  des  côtés  du  triangle  *,la  conique 
\  se  réduit  au  sommet  opposé  compté  deux  fois,  et  constitue  un 
des  trois  (acteurs  du  second  membre  de  la  syzygie  (83). 

17.  Je  vais  maintenant  établir  une  syzygie  remarquable,  dont 
les  conséquences,  au  point  de  vue  géométrique,  sont  nombreuses 
et  importantes. 

Posons  tout  d'abord 

P  =  Do' s  -4- (la  —    Do)s'  -  <sw, 
(i36)  '   P'  =  D'ers' -4- (IV  —  D'tp)s  —  a'w, 

[   Q  —  (D'à  —  I<j')s  +  (Dt'-  r<r)s'-f-  epte. 

Les  trois  quantités  P,  P',  Q  représentent  toujours  trois  coni- 
ques, soit  qu'on  donne  à  *j,  7|,  ^  les  valeurs  qui  définissent  une 
droite  A,  soit  qu'on  donne  à  x,  y,  Z  les  valeurs  qui  définissent  un 
point  M:  et  elles  restent  invariables  par  l'application  de  la  loi  de 
réciprocité.  On  vérifie  d'ailleurs  sans  peine  que  les  coniques  P,  P', 
sont  toujours  tangentes  à  A,  ou  passent  toujours  par  M  ;  et  qu'il 
n'en  est  de  même  de  Q  que  si  A  passe  par  un  des  sommets  du 
triangle  t,  ou  si  M  est  sur  un  des  côtés  de  ce  triangle. 

Les  syzygies  (48),  (4g),  (5o)  donnent,  d'autre  part, 

/  P  =      aï-t-aDa'*  -l'Dir*, 
l37)  P'=     »'«        i.Wy-  -U)'tJ. 

'  Q  -  ïm'-  -).{  Y  y.    -   \%  >it-f-(  II'-f-  DD')-2. 

On  tire  de  ces  relations 

Q«.      iPP'=7t[(H'—  DD')2ic3_4(H'_DD')(ro        \y.')-- 
Ijs      *  .    \(l't       II»  >«*.  h  .2(II'-DD')aa'ir 

'  -t-4(Is    -rD)«'»it  — 8(D'a»-Hra"a"H-Jaa'*-f.D«"«)]. 

(l'est  la  sv/.vgie  rpie  je  me  proposais  d'obtenir.  Son  premier 
membre  esl  une  fonction  «les  seuls  covariants  purs  et  contre  va- 
riants droits  v.  s',  vv,t,t',  cp,  et  des  in  varia  ni  s  ;  son  second  membre 
est  I"'  produit  de  quatre  lacteurs  mixtes  linéaires  en  tc,  a,  a'.  En 
effet,  le  facteur  n  esl  déjà  mis  en  évidence;  et,  si  Ion  considère  la 


—  s;*  - 

parenthèse  qui  multiplie  ïï'corame  une  forme  ternaire  cubique 
aux  variables  -,  a,  a',  il  est  facile  de  vérifier  que  le  hessien  de 
cette  forme  n'en  diffère  que  par  le  facteur  — ~  E,  en  désignant 
toujours  par  E  l'invariant  composé  [formule  (97)],  qui  revient  à 
chaque  instant  dans -celte  théorie.  Nous  pouvons  donc  écrire  ainsi 
la  syzjgie  (i38)  : 

(i3tj)  Q»  —  4PP'=Ti7rW", 

en  appelant  rJ ,  -",  rJ"  les  trois  facteurs,  linéaires  par  rapport  à  -, 
a,  a',  c'est-à-dire  par  rapport  à  chacune  des  séries  de  variables, 
dont  le  produit  constitue  la  parenthèse  du  second  membre  de 
(i38). 

Mais  on  peut  mettre  celte  parenthèse  sous  une  autre  forme  non 
moins  intéressante.  Si  l'on  en  retranche  huit  fois  la  valeur  de  Li 
donnée  par  la  syzygie  (76),  le  reste  est  divisible  par  tc,  et  l'on  vé- 
rifie sans  peine  que  le  quotient  de  cette  division  est  égal  à 

4(1'»—  3ID')P  -+-  4(I2_3I'D)P'-+-  a(  IV  —  9DD')Q  h-  En», 

de  telle  sorte  que  si  l'on  représente  par  11  la  conique 

(140)         R  =  2(1'*-  3ID')P  +  2(P—  3I'D)P'-i-(II'  —  gDD'jQ, 

on  a  la  relation 

(i4l)  -'-"tJ"—  8/T-+-  2ttR  -4-  Et::\ 

et  la  syzygie  (i38)  ou  (  1 3 9 )  prend  la  forme 

04a)  Q2— 4PP'  =  -(8/--+  27rR-+-E7c3). 

Sous  cette  forme,  elle  ne  contient  plus  que  les  invariants,  les  co- 
variants  purs  et  les  conlrevariants  [P,  P',  Q,  R  étant  des  fonc- 
tions de  ces  formes  définies  par  les  formules  (i3ô)  et  (i4o)|, 
avec  une  seule  forme  mixte,  le  covariant  identique  iz.  Elle  est 
d'ailleurs  symétrique  par  rapport  aux  coefficients  de  s  et  5',  et 
reste  invariable  quand  on  lui  applique  la  loi  de  réciprocité. 

'18.  Comme  application  géométrique  de  cette  syzygie,  nous 
pouvons,  en  premier  lieu,  la  regarder  comme  exprimant  que  l'en- 
veloppe des  coniques  comprises  dans  la  formule 

1  [3)  Uxa=  X»P-t-X[xQH    ;jl*P'. 


où  -  est  un  paramètre  variable,  se  réduit  à  quatre  droites,  si  l'on 

regarde  U  comme  une  équation  ponctuelle,  ou  à  quatre  points,  si 
on  la  regarde  comme  équation  tangentielle.  L'une  de  ces  droites 
(ou  l'un  de  ces  points)  peut  être  choisie  arbitrairement  ;  les  trois 
autres  sont  alors  déterminées  par  la  relation  (i4')'  et  cetle  ,e'a_ 
lion  montre  qu'elles  coupent  la  première  sur  les  côtés  du  triangle 
/  (ou  que  les  droites,  joignant  les  trois  autres  points  au  premier 
arbitrairement  choisi,  passent  par  les  trois  sommets  du  triangle  t). 
L'équation  de  la  conique  covariante  ou  contrevariante  la  plus 
générale  renferme,  comme  nous  l'avons  vu,  deux  paramètres.  Si 
on  l'assujettit  à  toucher  une  droite  donnée  ou  à  passer  par  un 
point  donné,  un  de  ces  paramètres  sera  fixé,  il  n'en  restera  plus 
qu'un  ;  ( 1 43 )  représente  donc  bien  l'équation  de  la  conique  cova- 
riante ou  contrevariante  la  plus  générale  assujettie  à  l'une  des 
deux  conditions  indiquées  ci-dessus.  Et  nous  pouvons  énoncer  ce 
théorème  : 

Tantes  les  coniques  contrevariantes  qui  passent  par  ////point 
fixe  donné  {ou  covariantes  qui  touchent  une  droite  fixe  don- 
née) passent  aussi  par  trois  autres  points  fixes  (ou  touchent 
trois  autres  droites  fixes);  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux 
ers  quatre  points  fixes  passent  deux  à  deux  par  les  sommets 
du  triangle  t  I  ou  les  intersections  des  quatre  droites  fixes  sont 
situées  deux  pur  deux  sur  les  côtés  du  triangle  t). 

U  équation  générale  de  ces  coniques  covariantes  (ou  contre- 
variantes)  s'obtiendra  par  la  formule  (i 43 ),  en  introduisant 
dans  P,  P',  Q.  définis  par  les  formules  (i36),  les  coordonnées 
:,.  y,,,  ^,  de  la  droite  fixe  donnée  (ou  x(,  )',,  z{  du  point  fixe 
donne  i. 

Comme  application,  reprenons  le  problème  résolu  au  n"  10  : 
Former  l'équation  des  coniques  passant  par  les  quatre  points 
communs  à  s  et  s',  et  tangentes  à  une  droite  dm/née.  Nous 
n'avons  qu'à  introduire  dans  P,  <x>,  P'  les  coordonnées  çt,  rl(,  si 
de  la  droite  donnée,  et  à  déterminer  \  et  u.  par  la  condition  qui* 
(  >,,  |  formule  (  i  {3  >|  s'annule  pour  s  =  s'  =  o;  ce  qui' donne  la  con- 
dition 

-/. "  —  ■;).;;.        i  ;/"-'  -   o. 


L'expression  de  U  devient,  dès  lors. 


(l44)  U  =  ÎJ'!P  +  »'oQ  +  (?2-  2ff<r')P'±((r'Q        .©P'  |V/(p2_4«Jff'. 

Les  deux  coniques  représentées  par  cette  équation  sont  les 
mêmes  que  celles  que  nous  avions  déjà  trouvées,  car  l'expression 
du  n°  10  (93) 

2ïs' —  os  q=  sy/ip  —  4  "7 

se  change  en  l'expression  (i44)>  si  on  ^a  multiplie  par  le  facteur 

,      ,.   Iot'2—  ['©2<r'-|-D'<p3— 3D'©<t<t'—  2D  <i'3-4-2 1  W2±  (  I<r'2—  IW-t-D'ip*—  D'îj'V'f'2— J"' 
(,45)  J l_      _r . —      ■ r_ 

Toutefois  il  est  un  cas  où  les  deux  méthodes  ne  donnent  pas  le 
même  résultat.  Si  l'on  cherche  la  condition  pour  que  le  numé- 
rateur du  facteur  (i45)  s'annule,  on  trouve,  en  faisant  disparaître 
le  radical,  que  cette  condition  est 


L'hypothèse  u'=o  annule  aussi  le  dénominateur,  et  le  facteur  a 
pour  vraie  valeur  D'œ2,  qui  n'est  pas  nul.  Mais  si  t  =  o,  c'est- 
à-dire  si  la  droite  donnée  passe  par  un  des  sommets  du  triangle  t, 
l'une  des  deux  coniques  représentée  par  (1 44)  disparaît,  tandis 
que  l'expression  (q3)  continue  à  fournir  deux  coniques  distinctes. 
Cette  anomalie  provient  de  ce  que  toutes  les  coniques  covariantes, 
tangentes  à  une  droite  A  menée  par  un  des  sommets  M  de  /,  tou- 
chent A  en  un  même  point,  savoir  le  point  d'intersection  de  A 
avec  le  côté  de  t  opposé  à  M,  excepté  les  coniques  dégénérées  en 
deux  droites  et  qui  ont  leur  point  double  en  M.  La  droite  A  n'est 
donc  plus  enveloppe,  à  proprement  parler,  pour  les  coniques 
comprises  dans  la  formule  (i43),  l'enveloppe  véritable  se  compose 
de  deux  points  situés  sur  A,  et  effectivement  cette  droite  apparaît 
alors  au  carré  dans  le  second  membre  de  (142). 

Comme  seconde  application,  soit  demandé  de  former  l'équation 
de  la  conique  qui  passe  par  les  quatre  poiuts  communs  à  s'  et  w, 
et  qui  touche  une  tangente  commune  à  7  et  s  -h  /.  ~ ',  k  étant  un 
paramètre. 

Soient  £f,  7j  1,  £i  les  coordonnées  de  la  tangente  commune  :  elles 
annulent   7  et  donnent  à  a  la  valeur  —  /< '~' .  Faisant  donc   7  =  o, 


—  56  - 
es  = —  A  ?'  dans  les  formules  (i3(i  ),  il  \  ienl 

Q       a'(  —  Is-hDs'—  kve)t 
P  =  Do'(s-hks'), 

F'=  a'(I'5  —  w  -+-  AD's), 

et  la  conique  U).^,  tangente  à  la  droite  donnée,  devient. 

Ux|t=  (r'[DX«(s  —  AV)  ■+-  Xu(Ds'  —  U  —  kw)  4-  |a2(I'5  —  «•  +  *D's)]. 
Pour  quelle  passe  par  les  points  communs  à  s'  et  <v,  il  suffit  de 

déterminer  -  par  la  condition 
;jl  * 

(146)  DX*  —  lX{Jt-f-  (I'-H  AD');jl2=  o. 

Il  a-  a  donc  deux  coniques  qui  répondent  à  la  question,  et, 
puisque  k  subsiste  comme  seul  paramètre,  elles  touchent  l'une  et 
l'autre  non  pas  seulement  une  des  tangentes  communes  à  o-  et  à 
cp-j-AV,  mais  les  quatre.  Pour  obtenir  l'équation  des  deux  coni- 
ques ensemble,  il  suffit  d'égaler  à  zéro  le  résultant  de  (i4°)  et  de 
U)%(j.=  o;  ce  qui  donne,  tous  calculs  faits, 

(  1  i 7 )      (D-+-  Ik-h  Vk*+  D'A3)[>2  —  Iot'+D(I'+^D>'s]  =0. 

Si  /."  est  égal  à  l'une  des  trois  racines  de  l'équation 

(148)  D'A3  -H  l'A2  +  I A  -f-  D  =  o, 

c'est-à-dire,  à  cause  de  À'  =  —  -^  et  de  la  syzvgie  (83),  si  7  s'an- 
nule en  même  temps  que  n  et  cp  +  AV,  c'est-à-dire  enfin,  si  la 
tangente  choisie  passe  par  l'un  des  sommets  du  triangle  /,  l'équa- 
tion (i4^)  a  une  racine  commune  avec  U).^  =  o,  quels  que  soient 
./■,)-,  z  ;  ce  qui  signifie  que  l'équation  de  l'une  des  coniques  Ux^ 
s'évanouit  identiquement.  Si  k  a  une  valeur  quelconque,  les  deux 
coniques  qui  répondent  à  la  question  sont  données  par  la  for- 
mule 

(149)  %w  —  (l±v/I*—  4l'D  —  4ADD')*'    =0. 

Comme  vérification,  cherchons  quelle  valeur  il  faut  donner  à  /. 
puni  que  l'une  de  ces  deux  coniques  dégénère  en  deux  droites. 
D'après  la  formule  (1  io  1.  le  discriminant  de  (  1 4 < )  )  a  pour  valeur 

—  4DD'»[l/      2D      /,  s/\-  —  î  1  ' I >  -  \\)\ï l.  | 
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si  on  l'égale  à  zéro,  on  retrouve  la  condition  (i48)  ;  et,  en  effet, 
lorsque  la  droite  choisie  passe  par  un  des  sommets  du  triangle  /, 
il  est  clair  qu'elle  coupe  en  deux  points  coïncidents  la  conique 
dégénérée  qui  se  compose  des  deux  cordes  d'intersection  de  w  el 
sf  passant  par  le  sommet  considéré  :  ce  couple  de  cordes  d'inter- 
section est  donc  une  des  deux  coniques  fournies  par  la  formule 
(149),  quand  on  y  prend  pour  k  une  des  racines  de  (i4$). 

19.  A  un  autre  point  de  vue,  la  syzygie  (i3o,)  montre  qu'à  un 
point  M  quelconque,  arbitrairement  choisi  (ou  à  une  droite  A 
quelconque),  sont  associés  trois  autres  points  déterminés  M,,  M2, 
M 3  (ou  trois  autres  droites  A,,  A2,  A3),  tels  que  l'ensemble  de  ces 
quatre  points  (ou  de  ces  quatre  droites)  peut  être  représenté  en 
coordonnées  tangentielles  (ou  ponctuelles)  par  une  relation  entre 
les  seuls  invariants  et  contrevariants  (ou  invariants  et  covariants 
purs),  avec  des  coefficients  numériques  ou  littéraux  dépendant 
des  valeurs  numériques  ou  littérales  assignées  aux  coordonnées 
ponctuelles  de  M  (ou  tangentielles  de  A).  Si  donc  le  point  M  (ou 
la  droite  A)  est  délini  par  une  propriété  projective,  il  y  aura  trois 
autres  points  (ou  droites)  jouissant  de  la  même  propriété;  l'équa- 
tion des  quatre  ensemble  s'obtiendra  en  posant 

(i5o)  Q2— 4PP'  =  o, 

et  particularisant  les  expressions  P,  P',  Q  d'après  la  définition 
donnée.  Si  les  coordonnées  ponctuelles  de  l'un  des  points  sont 
connues,  on  obtiendra  l'équation  tangentielle  des  trois  autres  en 
introduisant  ces  coordonnées  dans  l'équation 

(i5i)  8/:  +  2R-  +  E-3  =  0, 

dont  le  premier  membre  est  toujours  décomposable  en  trois  fac- 
teurs linéaires  par  rapport  aux  variables  conservées. 

Enfin  la  forme  de  ce  premier  membre,  qui  s'évanouit  si  l'on 
suppose  à  la  fois  -n:  =  o,  t  ou  t=o,  permet  d'énoncer  ce  théorème  : 

Lorsque  quatre  points  (ou  quatre  droites)  répondent  à  une 
même  définition  projective  par  rapport  au  système  des  deux 
coniques,  et  y  répondent  seuls,  les  six  droites  qui  joignent  ces 
points  passent  deux  par  deux  par  les  sommets  du   triangle  I 
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[nu  les  sir  points  d'intersection  des  quatre  droites  sont  situés 
deux  par  deux  sur  les  côtés  du  même  triangle). 

Ainsi  le  théorème  s'applique  aux  quatre  points  d'intersection 
de  deux  quelconques  des  coniques  covariantes  du  système,  à  leurs 
quatre  tangentes  communes,  aux  points  de  contact  de  ces  tan- 
gentes avec  une  des  coniques,  aux  secondes  tangentes  (non  com- 
mune» i  que  l'on  peut  mener  de  ces  points  de  contact,  aux  points 
de  contact  de  ces  secondes  tangentes,  et  ainsi  de  suite. 

Comme  application,  soit  demandé  de  former  l'équation  tangen- 
tielle  des  points  d'intersection  de  deux  coniques  covariantes  du 
système 

l    =  X  IV  4-  \xs  -+-  v.s',  U'  =  t.'  IV  -+-  fji's  -+-  -/s'. 

Ces  points  satisfont  aux  deux  équations  U  =  o,  U'=o.  On 
peut  donc  en  tirer  ces  valeurs  de  s,  s' , 

X'v —  Xv'            ,          Xu.'— X'u. 
s  =  iv  — ; ,  s  =  w  — : —  • 

[-17   —  |JL  v  jJLV   —  ;jl  v 

Si  on  les  porte  dans  les  formules  (i36),  il  vient 

(  ;r/—  ji'v  il'  =  w\  D  (  X'v  —  Xv')it'  -4-(X|a'  —  X'fi)(  1 1  —  Dtp)  —  (  ;j.v'  —  u'v)t  |, 
|  fxv'—  fi'v)P'  =  w['D'(À;jl'—  X'fi  )a  —  (  X'v  —  Xv'  )(IV —  D'cp)  —  |  ;jlv'  —  fJi'v)(j']( 
i  [>■■>' —  fji'v  (Q  =  w[{  X'v  —  Xv')(D'<j  —  I  j')  -+-  (Xjjl'  —  X'fx)(  Dj'-  I'<r)  -+-  (  p/' —  jjl'v  )tp]. 

Et  l'équation  (i5o)  donne,  en  supprimant  les  facteurs  communs 
(uV —  u/v)aiv-. 

O  =  (  pi'  —  [Ji'v)a(©2—  ^ffff') 

-4- (X'v  —  Xv')2  [D'*ff2  +  (P  —  {I'D)<j'*  —  jID'jt'  —  4DD'<r'o] 

—  i  X|i'—  X»2[D2ff'2+  (  I'2—  4ir>')72  —  2l'Daj'-i-4DD'ïï  | 
i  5  '                             -+-  2(  ;xv' —  fi'v)(X'v  —  Xv')[-2  Ht'-—  2  l'ffff'—  It'o  —  D'<r<p] 

-+-  2(  [AV* (X'V  M  X/J.' À'jJL  |[ïD'(Jl+     >  I  77'  —  l'tTCp   Dff'tp] 

—  2(  X'v  —  Xv')  (  Xfi'  —  À'  ;j.  1  [2 DD'cp*-+-  I'D'<rS -4-  ID  -'-l 

-+-(!!'-!-  DD')<T(T'—  2l'Dff'ip  —  2lD'<r«p]. 

Comme  en-  particulier,  cette  formule  donne  l'équation  bien 
connut'  des  quatre  points  d'intersection  de  S  et  s', 

(i53)  ep« —  4<r<x'      o; 

relie  des  quatre  point»  d'i  11  tersed  ion    de  S  el   o  . 
1  i  1  I  >-  -  -      i  I  -    .  j  ll>'  (a*      2  I  l>77       ;  DD'uœ  =  o; 
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celle  des  quatre  points  d'intersection  de  w  el  de  s  -h  ks', 

i  o  =  D*ff'2+(r2—  4ID')<r2—  al'Dao'-^DD'cKp 
(i55;  )  ■+■  2A:[2DD'<fîH-I'D'(T2-t-ID(j'2+(ir-4-DD')«j<T'— 2l'D<y'(p— aID'ff<f] 

'  +Ar2[D'»cr2+(I*— 4I'D)<i'2— 2lD'«r<r'-f-4l>D'ff'<p], 

et  ainsi  de  suite. 

Par  un  calcul  analogue,  ou  en  appliquant  la  loi  de  réciprocité 
à  la  formule  (102),  on  trouve,  pour  l'équation  ponctuelle  des 
quatre   tangentes  communes   à    Xcp  -f-  jx<r  -+-  va7,   X'cp  +  u.  a"-+- v  <r, 

1   o  =  (vu.'—  av')2[(f2 —  ',DD'ss'] 

l  ià'jjl  —  Xp')2[DV2-l-(I2  —  4rD;52-2lD5s'    +  4D<PJ  ] 

|  -+-  (Xv'  —  vX')2[D'2«2-t-  (I'2—  4ID')s'2  —  al'D'ss'-r-  4DW] 

(i56>  _f-2(V{X'_  UV'M  jzX' —  Xfi')[aDD'js2  -+-aI'Dss'—  ïw*  —  Dws'] 

+  a(v{*'— fiv')(Xv'  —  vX')|>DDV2-t-aID'w'—  IW  —  D'ws] 
—  2(fiX'—  Xjx')(Xv'  —  vX'  )[?. a'2—  l'Ds'2+  ID's2 

+  (II'-H  DD'  >.sV—  iVws  —  i\kvs'\. 

Comme  cas  particulier  de  cette  formule,  on  retrouve,  pour  les 
quatre  tangentes  communes  à  s  et  5',  l'équation  bien  connue 

(157)  (v2—  4DD'ss'=  o. 

Proposons-nous  une  question  un  peu  plus  compliquée,  telle 
que  celle-ci» 

Par  un  des  points  de  contact  M  de  s  avec  les  tangentes 
communes  à  s  et  s',  on  mène  la  seconde  tangente  à  s',  qui 
louche  s'  en  un  point  N.  Former  l'équation   tangentielle  des 

quatre  points  IN . 

Les  points  M  étant  à  la  fois  sur  s  el  sur  les  tangentes  com- 
munes à  s  et  s\  dont  l'équation  est(i5-),  leurs  coordonnées  ponc- 
tuelles annulent  à  la  fois  s  et  w2 —  ^DD'ss\  c'est-à-dire  s  et  w. 
Faisant  s=<r  =  o  dans  (i5o),  on  obtient,  pour  l'équation  tangen- 
tielle des  quatre  points  M,  l'équation  (i54)  déjà  écrite  plus  haut. 
Les  tangentes  MN  menées  de  ces  points  à  s'  ont  des  coordonnées 
qui  satisfont  à  la  fois  à  cette  équation  et  à  tr'  =  o,  par  conséquent 
à  celle-ci 

t[|  l'2— 4ID')7-^-  îDD'o|  =  o. 
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Celte  dernière  équation  se  décompose  en  deux  :  7=0,  qui  cor- 
respond  aux  tangentes  communes  à  5  et  s',  dont  nous  n'avons  pas 
à  nous  occuper,  et 

(I'2_4ID')j-+-4DI)'o  =  0, 

qui  convient  bien  aux  secondes  tangentes  MN.  Faisant  donc  dans 

-    \     1  4ID'—  P  ,  „.  '      .. 

(  1  do  )  3-  =  o.  çp  =  — TTTj-p — 7<  nous  obtenons,  pourl  équation  ponc- 
tuelle des  quatre  tangentes  MN, 

0  =  (P— 4  ID')S  w2  +■  8DD'2(P— 4 ID'  )  u.s  -  S  DD'(a  DD'2  -  4  II  D'n-  I'3)  ws 

+  i6D2D'*jS-+-4I'DD'(8DD'2h-4II'D'—  I'»)m\ 

Pour  s7  =  o,  cette  équation  se  réduit,  comme  cela  devait  être,  à 
un  carré  parlait,   savoir 

[(P—  4lD')w  -+-  4DD'2.s-J2  =  o, 

ce  qui  montre  que  les  quatre  points  N  sont  déterminés  par  l'in- 
tersection de  s1  avec  la  conique 

(P—  4ID')«>  -+-  4DD'*s  =  o. 

Pour  avoir  leur  équation   tangentielle,  il  suffit  donc   de   faire 

,  /    K     \     I  4ID'— P    "  •     , 

dans  (100)  .s-  =  o,  s==     /r)ry^ — w,  ce  qui  donne 

[    \  Î1>1>'20  +  (I'2_4ID')(I(7'— D'ff)]2 

1  +4D[(P—  4ID>'+4D'«<t][D'(P—  4lD')<p  —  |  P—  4  H'IV  +  4  DD'*)<|  =  0. 

SU'2 — 4ID'=°?  cette  ('''/nation  se  réduit  à  s2  —  AgoS—o] 
donc,  lorsque  cette  condition  invariante  est  satisfaite,  la  tan- 
gente à  s'  en  chacun  des  points  communs  à  s  et  s'  va  couper  s 
en  r un  des  points  où  cette  conique  est  touchée  par  les  tan- 
gentes communes  et  set  s'. 

On  en  conclu!  que,  lorsque  celte  condition  invariante  esl  sa- 
tisfaite, l<-  nombre  des  tangentes  communes  réelles  est  égal  au 
nombre  des  points  communs  réels. 

Soii  maintenant  M'  le  poinl  de  contael  <lr  sr  avec  une  des  tan- 
gentes communes  à  s  el  s1.  <)n  peut  joindre  chacun  des  quatre 
points  \  à  chacun  >\c--  quatre  points  M',  ce  qui  donnera  seize 
droites,  donl  les  coordonnées  satisferonl  à  la  fois  à  l'équation 
<  1  18)  el  à  I  équation  tangentielle  des  points  M',  laquelle  se  déduit 


—  Gi- 
de (i 54 )  en  intervertissant  les  accents.  Si  donc  on  résoul  ces  deux 

équations  par  rapport  à  ~.  7',  ~ç.  el  qu'on  porte  dans  |  1  5o  1  un  des 
seize  systèmes  de  solutions,  on  aura  quatre  des  seize  droites.  Si 
donc  enfin  on  élimine  tr,  ?',  's  entre  (100),  (108)  et  l'équation 
tangentielle  des  points  M',  on  obtiendra  évidemment  L'équation 
ponctuelle  des  seize  droites  dont  il  s'agit. 

Bornons-nous  au  cas  particulier  où  L'invariant  I  est  nul.  Les 
trois  équations  à  considérer  sont  alors 

I>'2-2_  4J'D-'2^4DD'7>  =0, 
D'2(  4 DD' <s  —  l's 7  12  —  4  D 1  I  '*  a' -+-  4  D'à  a) [I'«  D' e  —  |  I'«  -f-  4  DD'2  1  -']  =  o. 
[D'as  -+-  (  D-  —  l'-i.s'—  on?]* 
—  41  Dt'.ç  —  Dos' —  7»'  |[D'cr*'-+- 1  I- —  D'ç  i.j  —  t'w]  =  o. 

Si  1  on  porte  dans  la  seconde  la  valeur  de  'c  tirée  de  la  première, 
elle  devient 

„[D'*<r3—  2I'*I>'*a2<r'—  8I'DD,W«  —  8D|  P+  8DD'*)<r's]  =0 

et  se  décompose  en  deux  équations  distinctes,  dont  l'une  est 
o- =  o.  Nous  v,ovons  ainsi  que  sur  les  seize  droites  considérées, 
quatre  sont  tangentes  à  la  conique  7  ou  s,  ce  qui  concorde  avec  le 
résultat  obtenu  au  n°  11  pour  la  signification  géométrique  de  I. 
Nous  pouvons  ainsi  obtenir  isolément  1  équalion  de  ces  quatre 
tangentes  de  ,<?,  qui  sont  les  polaires  par  rapport  à  s  des  quatre 
points  de  contact  de  s  avec  les   tangentes  communes  à  s  et  .s';  il 

l'a' 

suffit  de  faire  7  =  o,  ^  =  j-r  dans  la  troisième  des  équations  ci- 
dessus,  ce  qui  donne,  tous  calculs  faits. 
(i5g)  I'if-DDY)5+  4DD'S«*=  o. 

20.  Dans  l'exemple  que  nous  venons  de  traiter,  la  formule 
(i5o)  nous  a  permis  d'obtenir,  par  la  voie  de  L'élimination,  l'équa- 
tion d'un  ensemble  de  douze  ou  de  seize  droites  homologut  s, 
suivant  que  I  est  nul  ou  ^o.  Lorsque,  parmi  les  données  d'une 
question,  figurent  des  éléments  (points  ou  lignes  |  pris  arbitraire- 
ment, i!  est  évident  qu'en  suivant  la  marche  que  non-  avons  indi- 
quée on  obtiendra  une  équation  finale  s'appliquant  non  seulement 
■  ni  résultat  des  constructions  faîtes  en  partant  de  cet  élément  arbi- 
traire, mais  au  résultat  des  même-  constructions  supposées  laites 
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à  la  fois  à  partir  des  quatre  points  <>w  droites  homologues  compo- 
sant le  système  covariant  complet  dont  fait  partie  le  point  ou  la 
droite  arbitraire. 

Soit  proposée,  par  exemple,  celte  question  :  D'un  point  A  arbi- 
traire, on  mène  les  tangentes  AB,  AC  à  la  conique  .<?,  AB',  AC  à 
la  conique  s'.  On  demande  l'équation  des  quatre  droites  BB',  BC, 
CB\  CC  qui  joignent  un  point  de  contact  de  s  à  un  point  de 
contact  de  s'. 

Soient  £|,  V4,  ^i  les  coordonnées  ponctuelles  deA;$i,.Çj,  (v,, 
-,,  ...  ce  que  deviennent  s,  s',  w,  tc,  ...  quand  on  y  introduit  les 
valeurs  de  ces  coordonnées.  Soit  tc  l'une  des  quatre  droites  dont 
nous  voulons  obtenir  l'équation.  Les  deux  tangentes  aux  points  où 
7:  coupe  s  ont  pour  équation,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier, 
es  —  D-'2  =  o;  et  de  même  les  deux  tangentes  aux  points  où  elle 
coupe  s',  crV  —  D'it2  =  o.  La  condition  donnée  pour  définir  -  est 
que  chacune  des  coniques  dégénérées  is  —  D~2,  trV — D't:2, 
doit  passer  par  A  ;  les  coordonnées  £,  y,,  t  de  tû  satisferont  donc 
aux  deux  conditions 

(160)  ff  =  D-*,  CT'=D'^. 

Si  st 

Si  Ton  tire  de  ces  équations  les  valeurs  £,,  r,,,  Ç, ,  on  aura  quatre 
systèmes  de  valeurs,  et  pour  l'un  de  ces  systèmes  les  fonctions  a-, 
g-',  a>,  71  prendront  des  valeurs  parfaitement  déterminées.  P,  P',  Q 
deviennent  dès  lors 

p=  D-;  (      +— —   -!>.<'<?„ 


p'=l''-(v-^-)-"'s^ 

,  VDiD's  —  IV)       D'(Ds'—  Is)l 

Q    =  7C? 1 +  IVO,. 

L  -m  *i  J 

Et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i5o),  on  aura  une 
équation  de  la  forme 

(161)  \-j  ■+-  B-fcp,+  C<f?  =0, 

où  \.  B,  <>  représentent  des  courbes  bien  déterminées  du  qua- 
trième ordre.  Cette  équation  représentera  donc  quatre  droites, 
comprenant  une  de  celles  que  nous  avions  en  vue  ;  et  elle  suppose 
la  résolution  préalable  du  système  de  deux  équations  du  second 
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degré   (160).  Pour  avoir  une  équation  qui  représente   les  quatre 

droites,  il  faut  évidemment  faire  disparaître  le  rapport  -^  dont  la 

valeur  dépend  de  celui  des  quatre  systèmes  de  solutions  des  équa- 
tions (160)  que  l'on  considère  en  particulier.  Pour  arriver  à  cette 
élimination,  il  suffit  de  remarquer  que  la  svzygie  (i  {2)  reste  vraie, 
quelles  que  soient  les  valeurs  assignées  au\  variables  x,  r.  z,  ;, 
71,  v.  Si  nous  v  donnons  à  x,  y,  z  les  valeurs  xK  ,  JKi,  z,  qui  dé- 
finissent le  point  A,  et  l'un  des  systèmes  de  valeurs  ;,,  y,,,  Zt  qui 
satisfont  aux  conditions  (160),  cette  svzygie  deviendra 

A1n:f  +  B1icf(Pl+G1«pf  =  i:1(8«1T1-l-aiu1RI-+-ETcf)) 

A|,  B,,  C,,  ...  étant  ce  que  deviennent  A,  B,  C,  ...  quand  on  v 
fait  x  =  xs,  y  =  yt,  z  =  z-i}  s  =  s,,  ....  Mais  R,  est  une  fonction 
deP|,  P(,  Qt,  définie  par  (i4o),  et  par  suite  une  fonction  qua- 
dratique de  7:^  et  de  cp,  ;  on  peut  donc  écrire  cette  relation 

(162)  8-,/,  7,  =A'1icJ-4-B'1irfcp1-+-C1<pî, 

A',,  B',,  C|  étant  des  fonctions  explicites  des  données.  Si  le  point  A 
est  quelconque,  on  pourra  élever  les  deux  termes  au  carré,  ex- 
primer 7^  en  fonction  de  g-,,  ?\.  ro{  au  moyen  de  la  svzygie  (83) 
et,  par  suite,  en  tenant  compte  de  (160),  en  fonction  de  iî\  et  <pt. 
On  aura  donc  une  relation  homogène  du  huitième  degré  par  rap- 
port à  -~{  et  <pt,  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  complè- 
tement connues  des  données  ;  en   éliminant  -*4  entre  cette  rela- 

'•î 
tion  et  (161),  on  aura  une  équation  où  les  coefficients  de  (161) 

entreront  au  quatrième  degré,  et,  par  suite,  cette  équation  sera 
du  seizième  ordre  par  rapport  aux  variables  ponctuelles  x,  y.  c  ; 
ce  sera  l'équation  des  seize  droites  que  donne  la  construction  indi- 
quée, appliquée  tant  au  point  A  qu'aux  trois  points  associés  à  A. 
Si  le  point  A  a  été  pris  sur  l'un  des  côtés  du  triangle  /.  on  a 
/,  =  O  ;  la  relation  (162)  se  réduit  à 

A',  -  |  -f-  B',  TCf  ©t-H  Ci  <pf  =  o. 

et  l'élimination  décentre  cette  relation  et  (161)  conduit  à  une 

'■I 

équation  du  huitième  ordre  seulement  :  cette  équation  représen- 
tera les  quatre  droites  obtenues  en  partant  du  point  A.  plus  les 


quatre  autres  droites  qu'on  obtiendrait  en  partant  du  point  unique 
associé  à  \  dans  ce  cas  spécial. 

Examinons  le  cas  particulier  où  C,  —  o.  L'équation  (162)  se 
décompose  en  deux,  savoir  -,  =  o,  et 

(i63)  8«it,  =  A'^-4-B'j*,?,. 

Le  système  des  seize  droites  se  décompose  en  un  système  de 
quatre  droites  qui  s'obtiendra  en  faisant  7^  =  o  dans  (161),  ce 
qui  donne  (1  =  o,  et  en  un  système  de  douze  droites.  Mais,  si  l'on 
se  reporte  aux  valeurs  de  P,  P',  Q  données  ci-dessus,  on  voit  que 
C  =  s^s',2(w2 —  4 LM}  ss' )  5  Par  conséquent,  lorsque  le  point  A  est 
pris  sur  l'une  des  tangentes  communes  à  s  et  s',  on  trouve  comme 
résultai  du  calcul,  d'une  part,  le  groupe  de  ces  quatre  tangentes 
communes,  comme  cela  devait  être,  de  l'autre,  un  groupe  de 
douze  droites  qui  correspondent  trois  par  trois  aux  quatre  points 
associés  dont  A  lait  partie.  Si  A  est  en  même  temps  sur  un  des 
côtés  du  triangle  /,  ces  douze  droites  se  réduisent  à  quatre,  parce 
que  t.{  =  o  est  encore  une  racine  de  (i63),  ce  qui  donne  une 
seconde  fois  les  quatre  tangentes  communes,  et  que  l'autre  racine, 

il.  —  —  — - ,  portée  dans  (161),  donne  une  équation  du  quatrième 

ordre  seulement. 

Si  l'on  demandait  quelle  doit  être  la  position  du  point  A  pour 
que  l'une  des  quatre  droites  fournies  par  la  construction  indiquée 
soit  tangente  à  la  conique  ©,  il  suffirait  d'égaler  à  zéro  le  coefficient 
de  -j  dans  l'équation  (162)  élevée  au  carré,  c'est-à-dire  de  poser 

,  [64  1  64DD'«Î[D*DY8-H  F*— aID')D«  »+(  I*  —  al'D  )\)'  s*  s'-hDI)'*  s*]+  A'fs3  s'*  =  o, 

ce  qui  donnerait,  pour  le  lieu  du  point  V,  une  courbe  covariante 
du  douzième  ordre.  \  un  point  déterminé  de  celle  courbe  corres- 
pondent évidemment  les  quatre  droites  représentées  par  l'équa- 
tion A  =  o.  Mais,  si  l'on  calcule  A,  on  trouve  que  les  coefficients 

n'\  dépendent  que  du  seul  paramètre— j  lequel  y  ligure  au  second 

degré.  On  peul  donc  aisément  former  l'équation  de  l'enveloppe 
des  droites  représentées  par  A  =  0,  lorsque  le  paramètre  prend 
tonie-,  les  valeurs  possibles,  c  est-à-dire  lorsque  le  point  directeur 
se  déplace  sur  la  courbe  représentée  par  (164).  On  trouve  ainsi 
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l'équation 

1 1\'  —  l'.s  —  ls' ) r1  =  o. 

Le  premier  facteur  n'est  autre  chose  que  L'équation  ponctuelle 
de  la  conique  tp,  la([uelle  constitue  donc  bien  une  partie  de  l'en- 
veloppe, comme  nous  le  savions.  Le  second  facteur  est  le  lieu  des 
points  d'intersection  des  droites  variables,  lieu  qui  doit  être  fourni 
également,  comme  on  sait,  par  l'équation  de  l'enveloppe.  Nous 
avons  vu,  en  effet,  que  les  quatre  droites  comprises  dans  l'équa- 
tion A  =  o,  étant  obtenues  par  une  même  construction  faite  à 
partir  de  quatre  points  associés,  doivent  se  couper  deux  à  deux 
sur  les  côtés  du  triangle  /. 

21.  Examinons  le  cas  particulier,  déjà  touché  dans  l'exemple 
précédent,  où  le  point  (ou  la  droite)  dont  on  demande  l'équation 
est  situé  sur  le  triangle  /  (ou  passe  par  un  de  ses  sommets).  On  a 
alors  /  =  o  (ou  ~  =  o),  et  la  sv/.vgie  (»42)  devient 

(i65)  Q2  —  4PP'  =  7t2(2R-f-  ëtt2). 

Si  donc  on  pose 

(166)  Q2—  4PP'=o, 

cette  équation  représentera  le  point  (ou  la  droite)  compté  deux 
lois,  plus  deux  points  (ou  deux  droites)  associés.  Mais  je  dis  que 
ces  deux  autres  points  (ou  droites)  seront  eux-mêmes  coïnci- 
dents. En  effet,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  cas  général, 
les  quatre  points  associés  représentés  par  le  second  membre  de 
la  syzygie  (i42)  sont  disposés  de  telle  sorte  que  les  trois  som- 
mets du  triangle  /  sont  les  faux  sommets  du  quadrilatère  complet 
construit  sur  eux.  D'après  les  propriétés  harmoniques  du  quadri- 
latère complet,  on  obtiendra  donc  les  trois  points  associés  à  un 
point  donné  M  en  joignant  M  aux  trois  sommets,  et  prenant 
sur  chaque  droite  le  conjugué  harmonique  de  M  par  rapporl  au 
sommet  qu'elle  renferme  et  au  point  de  rencontre  avec  le  côté 
opposé  du  triangle  t.  On  voit  immédiatement  que,  si  M  esl  sur  un 
des  côlés  de  /,  un  des  trois  points  associés  vient  se  confondre  avec 
M,  et  que  les  deux  autres  vont  se  réunir  en  un  seul,  situé  sur  ce 
même  col»'1  *.\i\  triangle  /. 

D'après  ces  considérations,  il  est  évident  (pie  la  formule  (166) 
xviii.  .'> 
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fournira  en  pareil  cas  le  carré  de  l'équation  du  point  considéré  et 
de  son  associé,  ou,  s'il  v  a  une  élimination  préalable  à  effectuer, 
le  carré  de  l'équation  de  tous  les  points  (ou  droites)  qui  répon- 
dent à  la  question. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  former  l'équation  des  six 
tangentes  menées  à  s  des  trois  sommets  du  triangle  t.  Les  coor- 
données de  l'une  quelconque  de  ces  droites  satisfont  à  la  double 
condition  t  =  o,  t  =  o  ;  c'est-à-dire,  à  cause  de  la  syzvgie  (83), 
aux  deux  conditions 

t  =  o,         D(D'ç>3  —  V'^i'-h  Icpj'2—  Dj'3)  =  o. 

Faisant  cr  =  o  dans  la  formule  (1G6),  on  aura  donc  à  éliminer 
^  entre  la  seconde  des  équations  précédentes  et  celle-ci 

[«><p-4-(Ds'  —  Is )*']*—  4f  D'.vo  +  (iv  —  r*)ï'](D*'o  —  Dsa')  =  o, 
qui  peut  s'écrire 

mo--+-  2/lC9ff'-4-  /)î'2  =  o, 

en  posant,  pour  abréger, 

.    m  —  <r2 —  4  DD'i/, 

(167)  n=  aDD'i'+îI'DM'-  Dws'—  Iws, 

I   p  =  (I*  —  4 1'D) s2  ■+-  D2 a'2  —  1 1 D ss' -+-  4  D  ws. 

Par  une  formule  connue,  on  obtient  comme  résultat  de  l'élimi- 
nation 

/  8DD'«3-h  4(1' D/»  ■+-  ID>)/i* 

(168)  +9.[IDm2+(II'— 3DD')/;?/>  +  VD'pi]n 

'       ■+-  D2m3-t-  (I2—  2l'D)/n8jo  -+-  (  I'2  —  2lD')/»/>2-+-  D'8/»3  =  o. 

Si  l'on  se  reporte  à  la  syzvgie  (83),  on  voit  que  les  premiers 
membres  ne  diffèrent  qu'en  ce  que  cp,  <r',  o-  sont  remplacés  respec- 
tivement par  2/1,  — ///,  — p.  Le  premier  membre  de  (168)  est 
donc  décomposable  en  dois  facteurs  linéaires  par  rapport  à  m, 
n,p  ;  cbacun  de  ces  facteurs  est  du  quatrième  ordre  en  .2,  r,  c 
et  représente  évidemment  le  carré  du  couple  de  tangentes  à  s  issu 
d<-  l'un  des  sommets  de  l.  Pour  s  =  o,  il  se  réduit,  comme  cela 
devait  être,  à  un  carré  parfait,  savoir 

|  u:i_  l.s'n  -         l'h.v'-'u'  —  l>    DV8)*, 


—  ti/  — 

la  parenthèse  étant  ce  que  devient  f-  [syzygie  (i3)]  quand  on  5 
fait  s=  o  :  les  points  de  contact  de  s  avec  les  trois  couples  de 
tangentes  sont  en  eflet  sur  les  cotés  de  /.  Si  enfin  (/,,  /,')  est  un 
des  trois  systèmes  de  coefficients  qui  rendent  cp  -h /.  7  4- /.V  un 
carré  parfait,  l'expression  xn  —  kp  —  k' m  représentera  le  carré 
du  couple  de  tangentes  à  s  issu  du  sommet  dont  cp  -\- k<r  4-  k' -y' 
est  l'équation  tangentielle. 

Si,  en  particulier,  D  =  o.  l'équation  (  1 6 8 )  se  réduit  à 

(1C9)  I**!l  "'2  —  l'ws  -t-  IDV  )2  =  o 

et  donne  séparément  les  trois  couples  de  tangentes,  savoir  s  et 

j»-j(r±  /l'a— 41D'). 

D'ailleurs  la  syzygie  (i3)  devient,  dans  la  même  hypothèse, 

(  170)  t2  =  (w  —  Is')(tr- — ■  I'  ws  -+■  IDV2  ). 

de  telle  sorte  que  les  deux  couples  de  tangentes  à  s  issues  des 
deux  sommets  de  /  autres  que  le  point  double  de  s  se  réduisent, 
comme  cela  devait  être,  aux  deux  cotés  de  t  passant  par  ce  point 
double,  Je  carré  du  troisième  coté  étant  w  —  l.s'. 

22.  Je  vais  maintenant  examiner  succinctement  ce  qui  arrive 
lorsque  l'invariant  E  s'annule,  c'est-à-dire  lorsque  s  et  s'  se  tou- 
chent ;  en  commençant  par  le  cas  du  contact  simple. 

Posons 

M  =  II  —  9DD. 

(171)  ]    N  =  I»-3I'D, 

'  N'=  I'2      3ID. 

Nous  pourrons  écrire  les  diverses  relations  suivantes  : 

M2— 4NN'  =  3E  =  0, 
1   IN'— I'M  +  3D'N  =  o,        I'N  —  IM  +  3DN'=o, 
1     ID'N+    I'DN'— NN'— 3DD'M  =E  =  o, 
|  4ID'N  +  4I'DN'—  1  II '  —  3DD').M  =  E  =  o, 

(172)  '    DMN'-*-D'N2  —  INN'  =  IE  =  o, 
D  MX—  DN'2  — I'NN'  =  ['E  =  o. 
(IN'-J-D'N)*—  MN'l  II'—  DD)  =  ID'E  =  o, 
(I'N+DN')2  —  )l\i  II       DD')=  I'DE==o, 
21  IN'-hD'N)(I'N-+-  DN')—  (II'—  DD')M*  =  (II'—  3DD')E  =  o. 
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Les  seconds  membres  des  syzygies  (  76),  (i.i)ct  (83)  admettent, 
comme  nous  Pavons  vu,  un  facteur  carré.  On  vérifie  en  outre 
sans  peine,  par  les  formules  (1  fo),  (i3-)  et  (7^),  que  R  devient 
un  carié  parfait  et  divise  /-  ;  de  sorte  qu'on  a,  dans  ce  cas, 

(173)  /"=  =  H     — =3 -, ;r 

\     a  l  2  \        2  \ 

avec  la  valeur  suivante  de  11 

(,74)  R  =  aM(ir-  DD')  M11'-  DD>  ~  a(INf+  D'N)a  -  a(I'N  -+-  DN')a']«. 

La  syzygie  (1 38)  devient,  dès  lors, 

(|..jQ--1l'P-=(„,_^„,)MJMn1-DD').-8D'Na-8DVî,1 

(  x  [M(II'—  DD')ic  —  2(IN'+D'N)a—  a(I'N-i-  DN>']2. 

Puisque  le  facteur  carré  du  second  membre  divise  t~,  il  repré- 
sente le  côté  double  (ou  le  sommet  double)  du  triangle  /;  et  l'on  a 
ce  théorème  : 

Lorsque  s  et  s'  sont  tangentes,  si  ~  est  l'équation  d'une 
droite  (ou  d'unpoint)  quelconque,  l'équation 

(176)  M(II'—  DD'  )-  —  »(  W-+-  D'N  )a  —  2(I'N  +  DN')a'=  o 

représente  le  côté  double  (ou  le  sommet  double)  du  triangle  /, 
c'est-à-dire  la  tangente  commune  double  (ou  son  point  de  con- 
tact (;  l'équation 

(177)  MDD'--D'Na-DN'a'=o 

représente   le  côté  simple   (ou    le    sommet   simple)   du    même 
triangle  ;  enfin  les  trois  droites  (ou  les  trois  points)  associées  à 
la  droite  (ou  au  point  )  -  sont  la  tangente  double  (ou  le. point  ' 
de  contact  |  comptée  deux  fois  et  une  autre  droite  (ou  point) 
représentée  par  V équation 

(178)  M(II'—  DD')tc  —  8D'Na  —  8DN'st'=o. 

Si,  par  exemple,  r.  est  une  des  deux  tangentes  simples  com- 
munes à  s  el  s',  la  seconde  sera  (178);  de  même  pour  les  deux 
points  d  intersection  simples  de  s  el  de  v\  etc. 
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Pour  décomposer  en  leurs  facteurs  les  seconds  membres  des 
syzygies  (i3)  et  (83),  et  obtenir  l'expression,  en  fonction  de  s, 
s',  w  et  des  invariants,  du  carré  de  la  tangente  double,  ou,  en 
fonction  de  7,  a-',  o  et  des  invariants,  du  carré  du  point  de  con- 
tact, il  suffit  d'appliquer  les  résultats  obtenus  aux  n"s  14  et  16. 
Soit  (t:(,  au  a',)  un  des  systèmes  de  valeurs  de  t.,  a,  a'  qui  annu- 
lent à  la  fois  deux  des  facteurs  linéaires  de  t~  :  nous  avons  vu 
que  l'expression  tt,  w — y\s  —  a,  s'  représente  le  carré  du  coté 
de  t  correspondant,  et  l'expression  DD'-,  œ —  D'à,'?  —  Da',T/  le 
carré  du  sommet  opposé.  Or  nous  avons  les  équations  en  tc,  a,  a' 
de  deux  côtés  distincts  du  triangle  /,  savoir  (176)  et  (177)  ;  le 
système  de  valeurs  de  tc,  a,  a'  qui  satisfait  à  la  fois  à  ces  deux 
équations  est  -,  =  M,  a,  =  2DV,  a't  =  2D'N.  On  en  déduit 
immédiatement,  pour  l'équation  du   carré  de  la  tangente  double, 

(179)  Mh>  -2D'Nf-2DNV=  o, 
et,  pour  l'équation  du  carré  du  point  de  contact, 

(180)  Mç  — aN'ff  — aNff'=o. 

11  suffit  maintenant  de  diviser  respectivement  les  seconds  mem- 
bres des  syzygies  (i3)  et  (83)  par  les  carrés  des  deux  expressions 
(179)  et  (180),  pour  obtenir  l'équation  du  carré  du  côté  simple  du 
triangle  t 

(181)  NN'w  —  DN'*s  —  D'NV=o, 

et  l'équation  du  carré  du  sommet  simple  du  même  triangle 

(182)  DD'NN'y—  D'2N2<r—  D*N'2<r'=o. 

En  appliquant  encore  les  résultats  des  nos  li  et  lo,  nous  pou- 
vons obtenir  les  équations  générales  des  systèmes  de  coniques 
dégénérées  en  deux  droites  ou  en  deux  points  passant  par  l'un  ou 
l'autre  des  deux  sommets  distincts  du  triangle  £,  ou  situés  sur  l'un 
ou  l'autre  des  deux  côtés  distincts  de  ce  triangle.  Ainsi  l'équation 
du  sommet  simple  étant  (177),  il  suffit  de  prendre 

"l~        MïTïy       ' 

de  porter  celle  valeur  de  -,  clans  les  expressions 

— 1  iv  —  y.\  s  —  X[  .s'.      DD'tti»  —  I  )'a,  7  —  \)  x\  - 
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<i  de  remplacer  —  par  une  indéterminée  /. .  pour  obtenir  I  équa- 
tion générale  des  coniques  covariantes  dégénérées  en  deux  droites 
dont  le  point  de  concours  est  au  sommet  simple 

[83  I  Mw  —  4DNV)  — /.(  Mu  —  4D'\.s-)  =  o, 

el  l'équation  générale  des  coniques  conlrevariantes  dégénérée-  en 
deux  point-  situés  sur  le  côté  simple 

(i84)  i  M-;-4  Y->  — /-'<Mo  — 4X7)  =  o. 

D'ailleurs,  l'équation  (»83)  étant  satisfaite  pour  s  =  s'  =  Vf  =  o. 
toutes  les  coniques  dégénérées  qu'elle  représente  passent  par  le 
point  de  contact  de  s  et  s',  et  comprennent,  par  conséquent,  la 
droite  qui  joint  ce  point  au  sommet  simple,  c'est-à-dire  la  tan- 
gente commune  double.  L'équation  (  1  83 )  représente  donc,  quel 
que  soit  À",  la  tangente  double  avec  une  autre  droite  passant  par 
le  sommet  simple  de  t.  Si  l'on  veut  que  cette  seconde  droite  soit 
celle  qui  passe  par  les  deux  points  d  intersection  simples  de  s 
et  s',  il  suffit  évidemment  de  prendre  /» •  = —  i,  ce  qui  donne 

(i85j  D'Ns  —  DNY=  o 

pour  l'équation  de  la  tangente  double  et  de  la  corde  d'intersection 
ne  passant  pas  par  le  point  de  contact.  De  même 

*    Mie—  ',  DNY  =  o. 
fi86) 

'   Mw  — 4D'N*  =  o 

représentent  évidemment,  avec  la  tangente  double,  les  droites 
joignant  les  deux  points  de  contact  de  s'  (ou  de  s)  avec  les  tan- 
gentes communes  simples.  En  prenant  /,=-)- i ,  on  retrouve 
l'équation  (  \~\\)  ;  ce  qui  permet  d'énoncer  ce  théorème  : 

Lorsque  deux  coniques  s,  s'  sont  tangentes,  leur  tangente 
commune  au  point  de  contint ,  celle  de  leurs  cordes  d'intersec- 
tion i/ui  tir  passe  pas  pur  ce  point,  et  les  deux  cordes  de  con- 
tact  de  s  et  de  s'  avec  leurs  tangentes  communes  simples  for- 
ment un  faisceau  harmonique. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  (i 84 )  représente  deux 
points  donl  l'un  esl    toujours  le   point    de   contact   de  s  ••!  s',  et 
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L'autre  varie  avec  la  valeur  de  /.'.  Pour  k'=  i ,  on  retrouve  (180); 
pour  //= —  i,  ce  qui  donne 

{'187  i  N'cr  — Na'=o, 

le  second  point  représenté  est  le  point  de  concours  des  deux  tan- 
gentes communes  simples.  Pour  les  équations 

(188)  Mo  —  4N'<r  =  o,        M<p  -.|.\i'=o, 

le  second  point  est  le  point  de  concours  des  tangentes  à  s  (ou  à  s') 
aux  deux  points  d'intersection  simples  ;  et  ces  deux  points  de 
concours,  réunis  à  celui  de  l'équation  (187)  et  au  point  de  contact 
de  s  et  s',  forment  sur  le  côté  simple  du  triangles  une  division 
harmonique  :  c'est  le  théorème  réciproque  de  celui  qui  a  été 
énoncé  plus  haut. 

En  opérant  sur  l'équation  (176)  du  sommet  double  de  /  comme 
nous  venons  de  le  faire  sur  l'équation  (177)  du  sommet  simple, 
on  obtient  les  résultats  suivants  : 


(189) 


a(IN'-H  D'N)w  —  M(II'—  DD')s' 

-+-  /,[2(  I'N  -H  DN'  )w  —  M(  II'—  DD')s]  =  o. 


où  k  est  une  arbitraire,  est  l'équation  des  coniques  covariantes 
dégénérées  en  deux  droites  passant  par  le  point  de  contact  de  s  et 
de  5'.  Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

(190)  (M  -+-  iW)w  —  (  IN'-b  D'N  )(s-i-ks')  =  o: 

comme  cas  particulier,  elle  donne  :  1"  l'équation  des  deux  cordes 
d'intersection  de  s  et  s'  passant  par  leur  point  de  contact 

(191)  Ms' — î\'i  =  o         ou         >W — Ms  =  o, 

ce  qui  revient  au  même,  à  cause  des  relations  (172)  ;  20  l'équation 
des  droites  joignant  le  point  de  contact  de  s  et  s'  aux  deux  points 
de  contact  de  s  avec  les  tangentes  communes  simples 

(197.  i  Mw  —  (IN'-f-D'N)s  =  0, 

ou  aux  deux  points  de  contact  de  s'  avec  ces  mêmes  tangentes 

(ig3)  Mw-|  I'N  +  DN')s'=o. 

L'équation   des  coniques  contre  variantes  dégénérées  en  deux 
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points  situés  sur  la  tangente  commune  double  sera  de  même 
i  i<ji  i  DD'I  M  -+-  -}.k  \  10  —  (TN  H-  DN'  i(D'j+  /.  Dt')  =  o 

et  donnera,  comme  cas  particuliers,  l'équation 
(ig5)  2D'Nff-DMï'=o 

des  ileux  points  où  la  tangente  commune  double  est   rencontrée 
par  les  deux  tangentes  communes  simples;  l'équation 

(196  1  DMo  —  (  ]'\  +  DN')<t=  o 

des  deux   points  où  elle  est  rencontrée  par  les  tangentes  à  s  aux 
points  d'intersection  simples  de  s  et  s';  et  ainsi  de  suite. 

*23.  Je  passe  au  eas  où  les  deux  coniques  s,  s'  sont  bilangentes. 
c'est-à-dire  se  touchent  en  ileux  points  distincts. 

Dans  ce  eas,  les  deux  droites  (192)  du  numéro  précédent  doi- 
\ «11 1  évidemment  se  confondre,  ainsi  que  les  deux  points  (io5). 
Si  donc  on  calcule,  par  les  formules  (ii3)  et  (iof),  l'équation 
tangentielle  de  la  conique  (192)  et  l'équation  ponctuelle  de  la 
conique  (190),  ces  équations  doivent  être  satisfaites  identique- 
ment. On  obtient  ainsi  les  deux  relations  suivantes  entre  les  inva- 
riants, covariants  et  contrevariants, 

(197)  Mo —  aîN'd     -îNo1     =0. 

I  198  1  Mu—  :>.  h'Vs  —  a'DNV  =  o. 

Mais,  si  Ton  compare  ces  relations  avec  les  équations  (180)  et 
1  1  —  * >  >  du  numéro  précédent,  on  s'aperçoit  qu'elles  expriment  que 
la  tangente 'double  et  son  point  de  contact  cessent  ici  d'exister  : 
ce  qui  devait  être,  puisqu'il  y  a,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  deux 
tangentes  communes  doubles  et  Aciix  points  de  contact  distincts. 

Les  premiers  membres  de  (197)  et  de  (19H)  étant  respective- 
ment, lorsque  K  —  o,  facteurs  des  expressions  de  ~-  et  de  £-,  on 
en  conclut  que  le  covarianl  /  et  le  contrevarianl  ~  s'annulent  iden- 
tiquemenl  :  ce  <|in  devait  être,  puisqu'il  existe  ici,  non  plus  un 
seul  triangle  autopolaire  commun  à  s  el  .v',  mais  une  infinité,  ayant 
tOUS  un  sommet  commun  cl  leurs  i\t'i\\  autres  sommets  sur  une 
droite  fixe,  savoir  la  corde  de  contact  des  deux  coniques. 

I.  équation  du  carré  de  ce  somme!  lixe.  qui  est  ici  le  point  de 
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concours  des  deux    tangentes  communes,   continue    d'ailleurs   à 

être  donnée  par  la  formule  (182);  en  y  introduisant  la  valeur  de  çp 
fournie  par  (197),  on  trouve  pour  cette  équation 

(199)  D'(I'N  —  3DN')<r-h  D(IY—  3D'N)<r'  =  o. 

De  même  l'équation  (181)  donne,  en  tenant  compte  de   (198), 
pour  le  carré  de  la  corde  de  contact  des  deux  coniques, 

(200)  (IN'—  3D'N)s  +  (I'N  —  3DN')s'  =  o. 

Puisque  t  et  ~  sont  identiquement  nuls,  il  en  est  de  même  de 
t-z  et,  par  suite,  de  l'un  des  facteurs  du  second  membre  de  la  sy- 
zygie  (76);  ce  ne  peut  d'ailleurs  être  que  celui  qui  représentait, 
dans  le  numéro  précédent,  le  côté  double  de  t  ou  le  sommet 
double  opposé.  On  a  donc  encore  celte  relation  entre  covarianls 
mixtes 
(•loi)         M(H'—  DD'  )-  —  2(IN'-+-  D'N)a—  2(I'N  4-  DN>'=o. 

En  l'introduisant  dans  les  formules  (177)  et  (178),  on  obtient, 
pour  l'équation  de  la  corde  de  contact  (ou  de  son  pôle), 

(202)  D'N«  —  D.N'a'=o, 

et  pour  celle  de  la  droite  (ou  du  point)  associée  à  une  droite  don- 
née (ou  à  un  point  donné)  —, 

(203)  (IN'—  3D'N)a-4-(I'N—  3DN')a'=o. 

Les  systèmes  de  coniques  dégénérées  covariantes  (1 83 )  et  con- 
trevariantes  (184)  se  réduisent  respectivement  à  la  seule  conique 

(204)  D'Ns  —  DNV=o, 

qui  représente  les  deux  tangentes  communes,  comme  on  peut  Je 
vérifier  en  introduisant  l'expression  (198)  de  w  dans  l'équation 
«v2  —  4l^D 's*,  qui  se  réduit  alors  au  carré  du  premier  membre  de 
(  20  i  );  et  à  la  conique 
(ao5)  N'a  —  Nff'  =  o, 

qui  représente  les  deux  points  de  contact  et  se  déduirait  directe- 
ment de  cp2 —  4  73"\  en  tenant  compte  de  (197). 

De  môme,  les  systèmes  de  coniques  covariantes  I  189)  et  contre- 
variantes  (194)  se  réduisent  respectivement   à   la  ionique  (191). 
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qui   représente  le  earré  de  la  corde  de  contact,  et  à  la  conique 
ig5   .  < [ ii i  représente  le  carré  du  point  de  concours  des  deux  tan- 
gentes communes. 

La  situation  de  deux  coniques  bitangentes  est  ainsi  caractérisée 
par  l'évanouissement  de  l'invariant  E,  du  covariant  (198),  du  con- 
trevariant  (197)  et  du  covariant  mixte  (201). 

2i.  Examinons  le  cas  où  les  deux  coniques  s,  s'  sont  oscula- 
triecs,  c'est-à-dire  ont  trois  de  leurs  points  d'intersection  réunis 
en  un  seul,  le  quatrième  restant  séparé. 

Ce  cas  ne  diffère  de  celui  du  contact  simple,  examiné  ci-dessus 
au  n°  22,  qu'en  ce  que  le  côté  simple  du  triangle  t,  représenté  par 
(177),  vient  se  confondre  avec  le  côté  double  représenté  par  (176). 
Si  l'on  exprime  que  dans  ces  deux  équations  les  coefficients  de  ir, 
a,  a'  sont  proportionnels,  on  obtient  les  deux  relations  inva- 
riantes 

Jl—  DP'  _  adN'+D'N)  _  ■iq'N-t-DX') 
DD'      ~~  D'N  DN' 

lesquelles,  en  vertu  de  E  =  o,  se  réduisent  à  une  seule,  savoir 

(206)  IDN'*—  I'D'N*=o. 

Mais  il  faut  aussi  que  les  équations  (179)  et  (181)  représentent 
le  carré  de  la  même  droite;  il  doit  donc  en  être  de  même  de  leur 
combinaison 

«  M*—  4NN')iv-i-2(2DN'2—  D'MN  )s-h  2(2D'N2—  DMN')*'=o, 

c'est-à-dire,  à  cause  des  relations  (172),  de  l'équation 

1  aDN'*—  D'MN  )s  h-  (aD'N*—  DMN')s'=  o. 

<  >r  cette  équation  représente  une  conique  passant  par  tous  les 
points  communs  à  s  et  s',  et  ne  peut,  par  suite,  représenter  le 
carré  de  la  tangente  d'osculation,  laquelle  ne  passe  pas  par  le  qua- 
trième point  d'intersection  de  s  et  s'.  On  doit  donc  avoir  sépa- 
rément 

2DN'*—  D'MN  :  :  o,  <l>' V—  DMN'  =  o. 

1         lcii\   conditions   sonl   satisfaites  si    \=JV=o,  ce  qui  en- 
traîne M  =  <>.  Je  <li».  de  plus,  qu'elles  ne  peuvent  être  satisfaites 


f)ue  de  cette  manière;  car  l'une  des  relations  (172)  donne 

D'MN  =  N'(I'N  — DN'). 
On  devrait  donc  avoir,  si  N  et  N'  n'étaient  pas  nuls, 

I'N  =  3DN',        IN'=3D'N; 
d'où,  multipliant  membre  à  membre, 

MNN'=o, 

ce  qui  entraîne  encore  M  =  o,  d'où  N  =N'=  o.  La  situation  spé- 
ciale de  deux  coniques  osculatrices  est  donc  caractérisée  par  deux 
conditions  invariantes,  que  l'on  peut  écrire  à  volonté 

(ao7)E  =  M  =  o;     E  =  N==o;     E  =  N'=o;     M  =  N  =  o,     M  =  N'=o, 

et  qui  entraînent  les  quatre  relations  simultanées 

(208)  E  =  o,         M  =  o,         N  =  o,         N'=o. 

11  convient  de  remarquer  que  le  système  de  conditions 
N  =  N'=o  ne  serait  pas  suffisant;  il  entraînerait  seulement 
Il'M  =  o,  c'est-à-dire  I  =  r=o,  et  les  deux  coniques  auraient 
une  situation  relative  spéciale,  mais  tout  autre  que  celle  que  nous 
discutons. 

L'existence  des  relations  (208)  rend  illusoires  toutes  les  for- 
mules du  n°  22;  il  convient  donc  de  se  reporter  aux  svzygies 
elles-mêmes.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  les  svzygies 
(76),  (i3)  et  (83)  deviennent  respectivement,  en  vertu  des  rela- 
tions (208), 

/    27  DD'tx  =(6DD'ic  —  ra-T-:I«0», 

(209)  27«2  =  (3w  —  I'*  —  W)*, 

'  27D2D'*-c«  =  (3DD'<p  —  ID'j  —  I'Du')'. 

Par  suite,  l'équation 

(210)  GDD'tc  —  l'a  —  Ia'=o 

représente  la  tangente  d'osculalion  (ou  son  point  de  contact): 
L'équation 

(211)  3<r  —  i's  —  Ia'=  o 
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représente  le  carré  de  la  tangente  d'osculation,  et  l'équation 

(212)  3DD'<p  —  ID'j  —  I'Dj'=o, 

le  carré  du  point  d'osculation. 

La  syzvgie  (i42)  devient,  puisque  R  et  E  sont  nuls, 

(«3)  Q>-4PP'=8^=^6DD,1t-ra-Ia')3 


27  DD' 

On  en  conclut  qu'à  chaque  point  (ou  droite),  arbitrairement 
choisi,  est  associé  le  point  d'osculation  (ou  la  tangente  d'oscula- 
tion) compté  trois  fois,  et  remplaçant,  par  conséquent,  les  trois 
points  associés  qui  étaient  distincts  dans  le  cas  général,  se  rédui- 
saient au  point  de  contact  compté  deux  fois  et  à  un  autre  point 
lorsque  les  deux  coniques  étaient  simplement  tangentes,  et  dispa- 
raissaient complètement  quand  elles  devenaient  bitangentes. 

Si  l'on  prend  ::,,  a,,  y.\  satisfaisant  à  (210),  on  sait  que 
-|iv  —  a.\ s  —  a,  s'  et  DD'-,  o — D'à,  7  —  Da',0-'  représenteront 
respectivement  une  conique  dégénérée  en  deux  droites  se  coupant 
au  point  d'osculation,  et  une  conique  dégénérée  en  deux  points 
situés  en  ligne  droite  avec  ce  point. Mais,  comme  ces  deux  droites 
(ou  ces  deux  points)  forment  un  ensemble  covariant  (ou  contre- 
variant)  et  sont,  par  suite,  associées,  l'une  des  droites  (ou  l'un  des 
points)  devra  toujours  être  la  tangente  d'osculation  (ou  le  point 
d'osculation). 

Les  deux  équations  ainsi  obtenues  sont  d'ailleurs 

(214)  In>  —  GDir.ï-+-  /.(  I'hc  —  6DDV)=  0, 

(2i5)  ['©  —  6D'<j     -\-k'(I(f  —  6D<r')     =0, 

OÙ  / ,  /.  '  sont  deux  arbitraires. 

Si  l'on  veut  que  la  seconde  des  droites  représentées  par  (214) 
soit  l'unique  corde   d'intersection  de  s  et  s',  il  suffit  de  prendre 

/.  =  —  y,,  ce  qui  donne 

(216)  V  s  —  \s'  —  o. 

Si  I  mi  veul  qu'elle  se  confonde  avec  la  première, on  doit  annu- 
ler les  coefficients  de  »,  7,  or'  dans  l'équation  tan genli elle  corres- 
pondante calculée  par  la  formule  (r  1 3),  ce  qui  conduit  à  prendre 


/,  =  -,  et   fait  retomber,  comme  cela  devait   rire,  sur  l'équation 

(  210).  D'ailleurs, 

(217)  Jir  — CDD's  =  0.         l'w  —  6DDV=o 

représentent  évidemment,  jointes  à  la  tangente  d'osculation,  les 
droites  qui  joignent  le  point  d'osculation  aux  points  de  contact 
de  s  et  de  s'  avec  leur  seconde  tangente  commune;  on  en  conclut 
que  ces  deux  droites  forment,  avec  la  tangente  d'osculation  et  la 
corde  d'intersection,  un  faisceau  harmonique. 
On  verrait  de  même  que  les  équations 

(218;  I'<p  —  6D'<i  =  o,         lo  —  6D<t'=o 

représentent,  joints  au  point  d'osculation,  les  points  où  la  tangente 
d'osculation  est  coupée  par  les  tangentes  à  s  et  à  s'  en  leur  point 
d'intersection  simple  ;  que 

(219)  ID'7—  I'D7  =  0 

représente,  joint  au  point  d'osculation,  le  point  d'intersection  des 
deux  tangentes  communes  à  s  et  s'\  enfin  que  ces  deux  points, 
avec  ceux  des  équations  (218),  forment,  sur  la  tangente  d'oscula- 
tion, une  division  harmonique. 

25.  Nous  arrivons  enfin  au  cas  où  les  deux  coniques  sont  sur- 
osculatrices,  c'est-à-dire  ont  leurs  quatre  points  d'intersection 
réunis  en  un  seul. 

Il  est  évident  que  les  conditions  invariantes  E  =  M  =  N=N'=o 
continuent  à  être  satisfaites.  De  plus,  la  conique  (216)  du  numéro 
précédent  doit  se  réduire  à  la  tangente  d'osculation  comptée 
double  ;  l'équation  tangentielle  correspondante,  calculée  par  la 
formule  (  1 1 3 ) ,  doit  donc  être  satisfaite  identiquement,  ce  qui 
donne  la  relation 

II'©  —  I'»a—  l*tf  =  o, 

que  l'on  peut  encore  écrire 

(220)  3DD'©  —  ID'<t  —  I'D<ï'=o. 

L'équation  (212),  qui  représentait  le  carré  du  point  d'oscula- 
tion dans  le  cas  des  deux  coniques  osculatrices,  disparaît  donc  ici, 
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cl  le  carré  du  point  de  surosculation  est  représenté  par 

j  221   i  IH' 7  —  I'Dff'=  o. 

De  même,  l'équation  ponctuelle  correspondant  à  (221)  doit 
rire  satisfaite  identiquement,  ce  qui  donne  la  relation 

(22a)  'î  ir  —  V  s  —  Is'=o. 

Cette  équation  représentait,  dans  le  cas  du  numéro  précédent, 
le  carré  de  la  tangente  d'osculation;  ici  elle  disparait,  et  le  carré 
de  la  tangente  de  surosculation  a  pour  équation 

I  223  i  l's  —  ls'  =  o. 

Les  relations  (220),  (222)  entraînent  t2=o,  /-=o;  par 
suite,  on  a  aussi  /t=  o,  et  Ton  peut  écrire  la  relation  identique 
entre  covariants  mixtes, 

(2241  GDD't:  —  l'a  —  I  a'  =  o. 

La  situation  spéciale  de  deux  coniques  surosculalrices  est  donc 
caractérisée  par  L'évanouissement  simultané  des  invariants  M,  N, 
Y,  E,  des  covariants  /  et  (222  ),  des  contrevariants  T  et  (220)  et 
du  covarianl  mixte  (  224 '). 

20.  Je  mentionnerai,  pour  terminer,  le  cas  où  les  invariants  I, 
1'  sont  nuls  à  la  fois.  Alors  les  svzygies  (i3),  (76),  (83)  deviennent 
respectivement 

fi   =  (  w  —  S  l/\J\)'i  —  s'  v/Imd"') 
I  x  (w  —  dsy/LHÏ*  —  Os*'v^U*D')(w  —  e^v^DD7*—  6s'v^D*D')> 

I  tx=  -(s^îÏÏFi-r  av/ÏT-i-a'v/ÏÏ) 

X  (r>yïFïïï-h  Oav/îr+  02a'v/Îj)(~V/n7L>7ï-l-  ^a^ËP-t- 6a'^D), 


»l)'(? 


^  /F       , 3  /TT 


:t  /l 


m /£  _i.rt/£V.-«.-/£-w.,/£ 
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en  désignant  par  0  une  des  racines  cubiques  imaginaires  de 
l'unité.  Les  trois  côtés  el  les  trois  sommets  du  triangle  /  sont  ainsi 
Béparés  :  deux  des  trois  éléments  étanl  toujours  imaginaires,  et  le 
troisième  réel  (  en  supposant,  bien  entendu,  que  s  el  s'  aient  leurs 
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coefficients  réels).  L'intervention  dans  ces  formules  des  racines 
cubiques  imaginaires  de  L'unité  correspond  à  ce  fait  bien  connu, 
que  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  joignant  les  quatre 
points  d'intersection  de  s  et  s'  à  un  autre  point  quelconque  soit 
de  s,  soit  de  s',  est  équianharmonique,  c'est-à-dire  précisément 
égal  à  l'une  de  ces  racines  imaginaires. 

Par  suite  de  la  décomposition  en  facteurs  des  expressions  de  /2, 
/t,"  t2,  il  devient  possible  d'exprimer  séparément,  comme  dans 
les  cas  où  E  =  o,  certains  couples  d'éléments  covariants  ou  con- 
trevariants.  Ainsi  le  système  des  coniques  dégénérées  en  deux 
droites  qui  se  coupent  au  sommet  réel  de   t  aura  pour  équation 

(•226)  w  -+-  sy/DD'*-hk(w  -+-  *'y^D*D')  =  o, 

k  étant  une  indéterminée.  Si  l'on  veut  avoir  les  deux  cordes  d'in- 
tersection réelles,  il  suffit  évidemment  de  prendre  À"  =  — 1,  ce 
qui  donne 

(227)  s\/d' — s'  y\)  =  o, 

et  ainsi  de  suite. 

27.  Comme  résumé  de  ce  travail,  on  peut  dire  que  le  point 
central,  à  proprement  parler,  de  la  théorie  du  système  de  deux 
coniques  est  la  syzygie  (76),  qui  fournit  à  la  fois  les  côtés  et  les 
sommets  du  triangle  polaire  commun  (n°  11),  et  qui  conduit  di- 
rectement (nos  14  et  15)  à  la  connaissance  des  trois  systèmes  sim- 
plement infinis  de  coniques  covariantes  dégénérées  en  couples  de 
droites,  et  des  trois  systèmes  de  coniques  contrevariantes  dégéné- 
rées en  couples  de  points;  les  couples  communs  à  deux  systèmes 
se  réduisant  à  deux  droites  coïncidentes  ou  à  deux  points  coïnci- 
dents et  étant  fournis  par  les  syzygies  (i3)  et  (83).  Immédiate- 
ment après,  au  point  de  vue  de  l'importance,  il  convient  de  placer 
les  syzygies  qui  permettent  de  représenter  toutes  les  formations, 
à  une  puissance  près  de  t  ou  de  t,  en  fonction  de  trois  covariants 
mixtes  linéaires  par  rapport  aux  deux  séries  de  variables;  de  là, 
notamment  pour  s,  s',  7,  7',  des  formes  canoniques  nouvelles 
(n"s  12,  13  et  16),  éminemment  propres  au  calcul  méthodique 
des  invariants,  covariants  et  contrcvarianls  composés  qui  corres- 
pondent à  une  condition  géométrique  donnée.  Enfin  vient  la  syz\- 
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gie  i  1  î  2  ).  dont  l'élude  fait  l'objet  des  n"s  17  à  20,  et  qui  fournit 
notamment  un  moyen  régulier  de  former  l'équation  de  tout  groupe 
de  points  ou  de  droites  définis  par  une  même  condition  projec- 
live,  d'ailleurs  quelconque;  elle  synthétise  ainsi  la  solution  d'un 
très  grand  nombre  de  problèmes  dont  chacun  exigeait  jusqu'ici 
une  méthode  particulière.  Je  laisse  à  des  recherches  ultérieures  la 
réponse  à  une  question  intéressante  que  Ion  peut  se  poser  à  ce 
sujet  :  exisle-t-il  des  formules  générales  analogues  pour  les  en- 
sembles covariants  ou  contrevariants  dont  l'élément  donné  serait, 
par  exemple,  au  lieu  d'un  point  ou  dune  droite,  une  conique  ou 
même  une  courbe  de  degré  plus  élevé? 

Le  Mans,  ia  décembre  1888. 


Formules  de  quaternions  pour  la  réduction    des  intégrales 

multiples  L>s  unes  de/us  les  autres  ; 

par  M.   E.  Cvuy  vllo. 

1.  Les  intégrales  qui  se  présentent  en  Physique  mathématique 
sont  de  trois  sortes  : 

1"  Les  intégrales  simples  le  long  d'une  ligne;  par  exemple,  le 
travail  d'une  force  dans  un  certain  déplacement  de  son  point  d'ap- 
plication ; 

2"  Les  intégrales  doubles  le  long  d'une  surface;  par  exemple, 
les  llux  1  llux  de  chaleur,  flux   de  l'orce); 

3"  Les  intégrales  triples  dans  un  volume;  par  exemple,  l'éva- 
luation de  la  imisse  contenue  dans  ce  volume. 

Ces  trois  espèces  d'intégrales  rentrent  dans  les  trois  tvpes  gé- 
néraux sun  ants  : 

f<f(t)ds,         |Y?,v),/7.  ffÇci.dv. 

Dans  le  troisième,  dv  est  l'élément  de  volume;  l'intégration 
est  étendue  ;'■  une  portion  déterminée  de  l'espace;  enfin  Q  est 


une  quantité  quelconque  algébrique  (')  ou  complexe  déterminée 
en  chaque  point  de  l'espace,  mais  variable  avec  ce  point;  en 
d'autres  tenues,  Q  est  une  fonction  du  vecteur  qui  va  de  l'origine 

à  ce  point. 

Dans  la  première  formule,  x  est  l'unité  de  tangente  à  la  courbe 
d'intégration,  ds  l'élément  d'arc;  dans  la  seconde,  v  est  l'unité  de 
normale  à  la  surface  d'intégration,  (h  l'élément  de  celte  surlace. 
Enfin,  dans  les  deux  formules,  ©  est  l'indication  d'une  fonction 
linéaire  complexe  ou  algébrique,  le  système  Linéaire  (2)  qui  dé- 
finit cp  étant  variable  avec  le  point  considéré  de  l'espace;  en 
d'autres  termes,  ce  système  linéaire  ou,  pour  mieux  dire,  cet  opé- 
rateur ç  est  fonction  du  vecteur  qui  va  de  l'origine  au  point  con- 
sidéré. 

Nous  allons  établir  deux  formules  qui  permettent  de  passer  des 
intégrales  simples  aux  intégrales  doubles,  des  intégrales  doubles 
aux  intégrales  triples,  et  inversement.  Ces  formules  1res  générales 
renferment,  comme  cas  particuliers,  celles  de  (ireen  et  celles 
d'Ampère,  qui  assimilent  l'action  d'un  courant  à  un  feuillet  ma- 
gnétique :  elles  peuvent  être  étendues  à  l'hyperespace  et  confon- 
dues en  une  seule  relative  à  un  nombre  quelconque  de  signes    /  • 

2.  Formule  pour  passer  d' une  intégrale  double  à  une  inté- 
grale triple,  cl  inversement.  —  Considérons  l'intégrale  double 


/Aw* 


étendue  à  la  surface  fermée  (fig.  i)  S,  v  étant  l'unité  normale  ex- 
térieure à  la  surface. 

Je  décompose  le  volume  intérieur  en  petits  parallélépipèdes 
rectangles,  et  j'étends  l'intégration  précédente  aux  surfaces  de 
tous  ces  éléments.  Chaque  face  commune  à  deux  éléments  entrera 
deux  fois  dans  l'intégrale;  mais  les  normales  extérieures' étant  de 
sens  contraire  pour  les  deux  parallélépipèdes,  les   éléments  cor- 


(')  J'emploie  ici  le  mol  de  quantité  algébrique  par  opposition  à  quantité  com 
plexe  pour  désigner  ce  que  les  anglais  appellent  scalar. 

(2)  Pour  la  définition  des  systèmes  linéaires,  voir  le  Mémoire  de  M.  Laguerre 
{Journal  de  l'École  Polytechnique,  \I.II    Cahier;  1867  1. 
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respondants  tic  l'intégrale  son!  égaux  el  de  signe  contraire.  Donc 
ils  se  détruisent,  el  il  ne  reste,  en  définitive,  que  l'intégrale  éten- 
due à  la  surface  S. 

Cela    posé,    je    considère    le    parallélépipède    construit   en    un 


point  M  [fig-  2)  sur  les  trois  éléments  rectangulaires  \{d.r{. 
L'/./'o,  I3<r/x3.  Les  faces  A  et  V  perpendiculaires  à  I,  ont  pour 
mesure  commune  d.r2  dx3:  l'unité  de  normale  extérieure  est  —  I, 
pour  A;  pour  A'  elle  est  I,.  Enfin,  si  <d  est  la  valeur  de  l'opéra- 
teur 0  en  M,  c'est-à-dire  pour  l'élémenl  A.  la  valeur  de  ecl  opé- 


Fig. 


>l: 


rai 


teur  pour  V  sera  z  -f-   ^-r-  d.r{.  On  aura  donc  les  deux  éléments 


dx 


d'intégrale 

l'mir   \, 


I,  ,,/,•  . ,/., 1,  -         »(I,  ,,/.,-.</.'.  : 


Pour  V. 

[tt    .      "r   ,/./■,  ),  I  ,,,/.,-.,//./■ .  .'I, <,/>-/>,         "r  1  I,  )tlrx,l.r.,l.i  ■. 
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Eo  ajoutant  el  remplaçant  d./^d.r.al./-..  parafa,  il  vient,   poui 

l'ensemble  des  faces  A  et  A', 


p.  M*. 

ni-. 


On  a  de  même,  pour  les  couples  de   faces  perpendiculaires  à  I2 
et  I3,  respectivement, 

â(I,.)*'    â(I>)*' 

On  a  donc,  pour  la  surface  complète  du  parallélépipède  considéré, 
17'lément  d'intégrale 

ou  encore 

les  dérivations  de  V  portant  sur  <p. 

Si  maintenant  on  se  rappelle  que  la  somme  de  lous  ces  éléments 
donne  l'intégrale  suivant  la  surface  S,  on  a  la  formule  définitive 

(I)  f fy(*)dv=  ff  fc(V)dv. 

De  là  cette  règle  dune  remarquable  simplicité  : 

I  ne  intégrale  double  le  long  d'une  surface  fermée  égale 
une  intégrale  triple  étendue  au  volume  renfermé  dans  la 
surface  et  qui  s'obtient  m  remplaçante  par  V  dans  l'expression 

éi  intégrer. 

3.  Formule  pour  passer  d'une  intégrale  simple  à  une  inté- 
grale double,  el  inversement.  —  Considérons  l'intégrale  simple 


A(t).rfi 


étendue  à  la  courbe  fermée  C  {Jig.  3  ).  Par  celle  courbe  je  fais 
passer  une  surface,  que  je  décompose  en  petits  rectangles,  par  un 
réseau  de  lignes  orthogonales,  et  j'étends  l'intégration  précédente 
à  ions  ces  éléments.  Pour  définir  le  sens  dans  lequel  on  l<  ^  décrit, 
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je  considère  toutes  les  normales  situées  d'un  même  côté  de  la  sur- 
face; je  supposerai  que.  sur  le  contour  de  chaque  rectangle  tel 
que  m,  ou  tourne  de  droite  à   gauche  pour  un  observateur  situé 


Fij 


suivant  la  normale  /ra/i,  les  pieds  en  m  et  la  tète  en  n.  Dès  lors, 
un  coté  commun  à  deux  rectangles  sera  décrit  deux  fois  en  sens 
inverse,  et  il  restera  seulement  l'intégrale  suivant  la  ligne  C. 

Cela  posé,  je  considère  un  rectangle  m  {Jig-  4) :  je  prends  pour 
origine  son  sommet  M;  pour  axes,  les  directions  1,,  I2  des  côtés 
et  la  normale  I3  au  plan  de  ce  rectangle.  Les  côtés  A  et  A'  per- 
pendiculaires à  12  ont  pour  mesure  dx\  ;  l'unité  de  tangente  dans 
le  sens  du  mouvement  cstl,  pour  A;  pour  A' elle  est  — I, ,  Enfin, 


Mg.   n. 


si  2  esl  la  valeur  de  l'opérateur  en  M,  c'est-à-dire  pour  l'élémenl 

ÔX-i 

•meuls  d'intégrale  : 
Pour  \. 


A,  la  valeur  de  cel  opérateur  pour  A'  sera  o  -4-  t-*-  dx«.  Ou  aura 


donc  les  éléments  d'intégrale 


»(J,  )dxù 


—  <s:; 
Pour  A\ 


(a  -+--r2-  dxs  )(—  1,)^,=  —  5(I,)rfjri-  -jf  (Ii)«tei«£ri. 

\  •      <Ar2      "  /  ''■''■> 

En  ajoutant  et   remplaçant  dxtdx*   par  f/?,   il    vient,  pour   l'en- 
semble des  cotés  A  et  A', 

On  a  de  même,  pour  l'ensemble  des  cotés  perpendiculaires  à  Ii5 

des 

+  jJ(W*. 

On  a  donc,  pour  le  contour  complet  du   rectangle  m:  L'élément 

[£<•■>-  S-,  (•«)]* 


d'intégrale 


ou  encore 


Or  on  a 


"■&-''K.I 


ya?i  y.r2  ox3 


et,  pour  l'élément  />?,  avec  les  axes  choisis, 

v  =  I3; 


d'où  l'on  tire 


à  0 


L'élément  d'intégrale  correspondant  au  rectangle  m  s'écrit  donc 

tp(V.Vv)ûfe. 
On  a  donc,  en  définitive,  la  formule 

(II)  fo(z)ds=  /*f  cp(V.Vv)rf<r. 

De  là  celte  règle  : 

(')  f.c  s\mbole\   est  le  signe  vectoriel  dos  quaternions, 

V.M        i.r   y       x,  i    |I, H    i  /',.'         r,.r,)I3 -;-.... 
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I  ne  intégrale  simple  suivant  une  courbe  feintée  égale  une 
intégrale  double  étendue  à  faire  intérieure  d'une  surface 
quelconque  passant  par  celte  courbe.  Il  suffit,  pour  former 
cette  intégrale  double,  de  remplacer  -par  \  .Vv  dans  l'expres- 
sion à  intégrer. 

I.  Restriction  aux  deux  théorèmes  précédents.  —  Les  dé- 
monstrations de  ces  deux  théorèmes  supposent  que  l'opérateur  o 

,,    .  .  i  i  ,   •    ,        à'o      da       d<p     i  ,  .     , 

es!  uni,  eonlinu,  et  aclmcl  trois  dérivées  -~ 5  -r1- ?  — —  déterminées 

0X\       (KV-2       OXi 

dans  tout  le  champ  de  l'intégration.  Tout  cela  se  résume  en  di- 
sant cpie  tp(V)  a  une  valeur  déterminée  et  unique.  Si  cette  condi- 
tion n'est  pas  réalisée,  il  faut  apporter  dans  L'application  des  for- 
mules quelques  précautions  analogues  à  celles  qu'on  rencontre 
dans  la  théorie  des  imaginaires  relativement  aux  points  critiques. 
Sans  entrer  dans  le  détail  de  cette  élude,  dont  les  principes  sont 
connus  (')  et  qui  nous  entraînerait  trop  loin,  donnons  seulement 
un  exemple. 

Considérons  l'intégrale  double,  le  long  de  la  surface  S  (fîg.  5), 

f  f<f(v)da, 

et  supposons  que  les  conditions  précédentes  soient  réalisées  dans 

Fis.  5. 


toute  la  région  de  l'espace  intérieure  a  la  surface  S,  sauf  sur  une 
surface  <l<-  discontinuité  X.  Soienl 

ï,  ei  1\  deux  surfaces  inûnimenl  voisines  de  pari  el  d'autre  de  X: 


Voir  Maxwell,  Tiaité  d'Électricité  et  de    Magnétisme.  Paris,  Gauthier 
\  illara  el  dl-:  [886  iB8g 
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M,  et  Mo  deux   points   situés  sur  ces  surfaces  el  voisins   L'un  de 

l'autre; 
o,  et  o2  les  valeurs  de  m  en  ces  points; 
v.,  el  Vo  les  normales  à  -,  et  22  orientéesde  façon  à  s'éloigner  de  S. 

On  aura,    /  /  /<p(V)<;/p  étant  étendue  à   la  région  intérieure  à  S 
et  extérieure  à  S,  22, 

f  f*(-j),h  =  /  ffo(V)dv-h  |  ^  o1(v,)</t+  /   |    tpâ(v2)c?cr; 
et,  comme  v2  = —  Vj,  on  aura  la  formule  définitive 

o.  Remarque.  —  L'analogie  des  propriétés  du  symbole  V  avec 
celles  d'un  signe  ordinaire  de  dérivation  n'échappe  à  personne; 
les  deux  théorèmes  précédents  doivent  être  considérés  comme 
analogues  à  la  formule 

u  =    I    —  (l.r. 
J    Ox 

où  l'on  ajoute  à  la  fois  dans  le  deuxième  membre  un  signe    /   et  un 

signe  de  dérivation.   Pour  mieux  faire  comprendre  cette  assimila- 
tion, je  considère  l'intégrale  suivant  une  surface  fermée  S 

où  je   suppose  que  <p(v)  est  une  quantité  algébrique  (non  com- 
plexe). On  a 

Soient  M  et  m  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  'f(^) 
dans  l'intérieur  de  S,  on  aura 

fffm**fff*™*sfffM* 

ou,  en  désignanl  par  \   le  volume  intérieur  à  S, 
m\   'fil  r1  ?)*.<  MV. 
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Donc  on  ;i.  u  étanl  une  quantité  comprise  entre  m  el  M, 


///' 


<Yw/e 


\. 


D'ailleurs,  si  l'on  suppose  'f('Y)  continu,  il  ne  pourra  pas  passer 
de  m  à  M  sans  prendre  toutes  les  valeurs  intermédiaires.  Il  existe 
donc  un  poinl  I  intérieur  à  la  surface  S  pour  lequel  on  a 


Ol(V)=  u. 

et  l'on  obtient  en  définitive  la  formule 

>(v)cfc=  Cpl(V).V, 

analogue  à  la  formule  de  M.  O.  Bonnet, 


./:/' 


f(x+h)  —f(x)  =  hf'(x  -h  0/n. 

tp,l  V  i  étant  l'analogue  de  /'(.r  -+-  Qh ). 

On  obtient  de  même  une  formule  semblable  pour  l'intégrale 
suivant  un  contour  fermé. 

6.  Formules  d'intégration  par  parties.  —  L'analogie  précé- 
dente se  poursuit  d'une  façon  frappante  dans  les  deux  séries  d'éga- 
lités suivantes  :  dans  la  première  de  chaque  couple,  les  symboles 
ont  leur  signification  ordinaire;  dans  la  seconde,  o  est  l'indication 
d'une  l'onction  linéaire  en  Y;  u.\  et  it2  sont  deux  quantités  algé- 
briques ou  complexes,  fonctions  du  vecteur  variable,  indépen- 
dantes. Les  dérivations  de  Y,,  V2,  V  portent  respectivement  sur  m,, 
sur  //o  el  à  la  fois  sur  a ,  et  u2-  Enfin  les  intégrales  doubles  sont 
étendues  à  une  surface  fermée;  lis  intégrales  triples  à  l'espace  in- 
térieur : 

d\  iiiit2  i      dii\  .h,,    iii.duz, 
cp(V,  Ui,  h.,  t  -  o (  V,.  h u  a.,  i  -:-  cp(  Vo.  iti,  Ui), 

ii]  a  2  —   I  du.\  .h,       I  iti  du  :■ 
I  I  »(v,  M],  a.)  (h       /   /  /  «p(V|,  Mi,  Ut)dv       I  I   I  <p(v"2,  uu  us)dv, 

I    (I II]  .11  ,         U\  Il  .  I    II  \  c///2. 

/  /  /  f  ^i-  "i-  ".-  "h        /   I  :>>.  ii\.  h ,)<h      I  I  f  oi  Y.>,  u{.  h .  )dv. 


—  80  - 
On  écrirait  de   même  les  formules   relatives  à  la   comparaison 
des  intégrales  simples  étendues  à  un  contour  fermé  <■(  à  des  inté- 
grales doubles.  Comme  on  .1  obtenu 


f 


(III)  f  f  f<?(Vu  ut,  u%)dv—  f fo(y,uuUï)da-  \   \   f  o(V8,  u,,  u±)dv, 
on  trouve  également 

(IV)  f  I  ?<  V-Vlv,  «1,  "2)'/-  =    /  r,T-  "li  ^i)ds—   I     !  Ol  V.VjV,   Bi,  B^ûfe. 

Ces  deux  formules  de  la  plus  haute  importance  sont,  comme  on 
voit,  de  véritables  formules  d'intégration  par  parties.  Nous  allons 
maintenant  donner  quelques  applications  des  formules  précé- 
dentes. 

7.   Formules  de  Green.  —  Ces  formules  ne  sont  que  des  cas 
particuliers  des  précédentes;   pour  les  obtenir,  on  donne  à  ç    i 
les  formes  qui  suivent  : 

i°  Dans  la  formule  (I),  on  fera 

?(v)  =  v1s.vv,v.-v,s.vv1v,(i)1       =vs(v»^  +  "0~Vl(Vl  S  "*"'•') 

V,  et  V2  étant  deux  potentiels;  on  déduit  de  là 

?(V)=ViS.VV2V2—  VjS.V.ViVi, 

=  S.ViVi.VjVt—  VaV?V1-+-V1V|Vs—  S.V1V1.V2V, 

ou  enfin 

?(V)  =  V1VIVï-V2VfVi. 

La  formule  (l)  s'écrit  donc 

/   f<  VjSvVjV,  —  V2SvV,V,  >«?!=' T  f  f  (VtVIVî— \iV\\i)dv 
Cette  formule,  duc  à  Green,  s'écrit  avec  les  notations  habituelle- 

(  ')  Par  S,  je  représente  le  signe  scalardes  Quaternions 

(S  .X  .Y  =  x, y,  +  a-  ,i-  -:-  37,1 
(!)  Maxwell,  Électricité  et  Magnétisme. 
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-  représentant  la  dérivée  de  V  dans  la  direction  normale  à  la  sur- 
face d'intégration  et  A.,  le  symbole  —  .7  -»-  —. ;,  -+-  3—3  • 
2°  Dans  la  formule  (III),  on  fera 

?(v)=V1Sv.VîVs; 
il  vient 

fff  S . V,  V, . V, Vs  =  /YVt . S .v.  Va  V2  rfa  -  f  ^  ^ V,  V&  V, *»  ( »  ), 

formule  de  Green  qu'on  écrit  d'ordinaire 

3°  Pour  obtenir  une  généralisation  de  cette  dernière  formule, 
on  fera  dans  la  formule  (IU), 

cp(v)  =ViS.v.y(VaV2); 
on  aura 

rrrs.v1v1.jp(t2v2)=  rrv1s.v.c?(v2v,)^-  /y*  fvis.v2.<p(v2).v8. <&(*). 

Sans  entrer  dans  le  détail,  je  citerai  encore,  comme  applications 
îles  formules  précédentes  : 

1"  L'équilibre  des  forces  normales  aux  éléments  d'une  surface 
fermée  et  proportionnelles  à  ces  éléments; 

20  Les  équations  d'équilibre  des  pressions  dans  un  milieu 
«  Lamé,  Élasticité)) 

3°  Le  calcul  des  pressions  dans  un  champ  électrique  (Maxwell, 
Électricité  et  Magnétisme); 

(°   L'assimilation  d'un  courant  fermé  à  un  feuillet  magnétique 

'   \  ui'j.iii:); 

')"  Les  formules  sur  les  llux  de  chaleur  (Lamé,  Théorie  de  la 
chaleur). 


(»)  Maxwell,  Électricité  et  Magnétisme 

M  ixw  1  u  .  liiiil 
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Sur  le  ds-  des  sur/aces  réglées;  par  M.  Ch.  Bioche. 
(Séance  du  17  avril  1S89.) 

Je  me  propose  de  montrer  comment  on  peut  déduire  de  l'ex- 
pression de  l'arc  d'une  courbe  tracée  sur  une  surface  réglée  des 
formules  générales,  dont  je  montrerai  l'utilité  en  indiquant  des 
applications. 

1.  Notations.  —  On  peut  considérer  une  surface  réglée  comme 

engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  une  courbe  donnée,  les 
cosinus  directeurs  a,  b,  c  de  cette  droite  étant  des  fonctions  d'un 
paramètre  arbitraire,  par  exemple  de  l'arc  <r  de  la  courbe  direc- 
trice. Pour  définir  la  position  de  la  génératrice  par  rapport  à  cette 
courbe,  il  suffit  de  donner  l'angle  cp  que  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face réglée,  au  point  situé  sur  la  directrice,  fait  avec  le  plan  oscil- 
lateur et  l'angle  8  que  la  génératrice  fait  avec  la  directrice.  Si  l'on 
appelle  a(3y,  a'Jj'y',  a"^r'v"  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente, 
'de  la  normale  principale  et  de  la  binormale,  on  a 

cosO  =  a  2  -i-  bfi  -+-(•-;• 
sinO  coso  —  a%  -t-  b^>  -+-  cy', 
sinO  sino  =  ad '-+-  b$"-\-  cf. 

Un  point  de  la  surface  peut  être  défini  par  deux  coordonnées,  - 
et  /•,  dont  la  première  fixe  la  génératrice  qui  passe  par  le  point, 
en  donnant  son  pied  sur  la  directrice,  et  la  seconde  fixe  le  point 
sur  la  génératrice  en  donnant  sa  distance  au  pied.  Toute  relation 
entre  a-  et  /•  définit  une  courbe  tracée  sur  la  surlace. 

2.  Calcul  du  ds1.  —  Les  coordonnées  cartésiennes  des  points 
d'une  courbe  étant  données  d'après  ce  qui  précède,  en  fonction 
de  <r,  par 

X  =  x  -t-  ar.         Y  =  y  -+-  br,         Z  =  z  -+■  cr, 

x7 y ,  z  désignant  les  coordonnées  du  pied  de  la  génératrice,  on 
trouve  que  Tare  de  la  courbe  est  donné  par 

'/s'2       t  dr  ft\«      .. 

-r—,  =  (  -; — i-  cosO      -+-  II- /--f   »  \,r  -+-  sm80. 

di-        \  <h  ! 


—  !>2  — 
J'ai  posé,  pour  abréger, 

</«-  (lb-  <h-  __       , 

ch-  ch-  ih- 

da       0  (lh  de 

3  dn   +  'J  SS  +  •'  7h   =  L- 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  directrice  soit 
ligne  de  striction  est  que  L=  o.  Dans  cette  hypothèse,  la  distance 
de  deux  génératrices  infiniment  voisines  est  sinO.r/s.  et,  comme 
l'angle  a  toujours  pour  expression  Hd?,  le  paramètre  de  distri- 
bution k  s'exprime  par 

K-      H 

-ni  h 

<7S'? 
«i  1  expression  de  -t-j  prend  alors  la  forme  réduite 


i*        /  dr  \  - 

-  =  I  -j — '-  cnsO  1   -t-  sin*0[K2rs-t- 1]. 


-/-••        /dr 
do 


3.   Conséquences.  —  Celte  réduction  du  terme  indépendant  de 

la  parenthèse  en  -.--•  à  la  forme  binôme,  ne  peut  se  faire  que  si  la 

directrice  est   ligne  de  striction.  Mais,   coi 
écrire 


da*  ~\ds~ 


on  en  déduit  immédiatement  que  le  r  du  point  central  a  pour  \;t- 
leur  la  longueur  p  donnée  par 

et  si   I  on  remarque   que,  dans  la  forme  réduite,   le  quotient  du 
coefficient  de  /-'  par  le  terme  indépendant  est  K-,  on  trouve 

t    y  .    .  "'* 

K 


H»sin»8  —  L* 


Les  formules  (i)  et  (  ■>.)  sont  celles  qui  font  l'objet  de  celte  Note. 
Ce  qui  précède  s'applique  aux  surfaces  développables;  car  ces 
surfaces  peuvent  être  considérées  comme  des  «;i>  limites  des  sur- 
faces gauches,  le  paramètre  de  distribution   devenant   infini,    La 
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ligne  de  striction  est  alors  L'arête  de  rebroussemenl  de  la  déve- 
loppante. 

La  condition  pour  qu'une  surface  réglée  passant  par  une  courbe 
soit  développable  esl  donc 

H*sin*8  —  L2  =  o, 

et  le  point  où  la  génératrice  louche  l'arête  de  rebroussement  est  à 
une  distance  du  pied  donnée  par 

sin-0 
P =         ~T~ ' 

Si  Ton  calcule  M1  et  L  au  moyen  des  courbures  tu  et  iï  de  la  direc- 
trice et  des  angles  9  et  fs,  on  trouve  facilement  que  ces  dernières 
équations  deviennent 

i  3  )  sin86  (  rot  0  sin  <p  -+-  ic  —  - -±  j  =  o, 

sinO 

(4)  ; 


do 

-,-    -+-  W  COSC3 
«7 


4.  Application  aux  développa  blés  passant  par  une  courbe 
donnée.  —  Si  Ion  suppose  0  =  90",  on  retrouve  la  théorie  clas- 
sique des  développées;  si  Ton  suppose  h  constant  ou,  plus  géné- 
ralement, fonction  de   7,   l'équation  (3)  donne  une  équation  de 

Riccati  en  tang  -  ('). 

Si  l'on  suppose  cp  donné,  0  est  déterminé  immédiatement.  En 
particulier,  si  l'on  suppose  cp  constant,  c'est-à-dire  si  l'on  cherche 
les  développables  qui  coupent  sous  un  angle  constant  la  dévelop- 
pable des  tangentes  (problème  inverse  d'un  problème  traité  par 
M.  Molins,  dans  le  Journal  de  Liouville,  1847),  0  est  donné  par 

«>  col  0  sino  -+-  tt  =  o. 

Cette  équation  s'interprète  géométriquement  de  la  façon  sui- 
vante. Les  génératrices  des  développables  cp  =  const.  qui  passenl 

par  un  même  point  de  la  directrice  sont   silure-,  sur  un  cône,  dont 


(')  Voir  une  Note  de  M.  L.  Lkvv.  <  'omptes  rendus  des  séances  de  l'Académie 
îles  Sciences,  novembre  i883. 
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L'équation  rapportée  au  trièdrè  fondamental    de  celle  courbe  esi 

Ce  cône  a  pour  plan  de  symétrie  le  plan  rectifiant;  les  généra' 
triées  situées  dans  ce  plan  sont  la  tangente  et  la  droite  rectifiante; 
les  sections  circulaires  sont  perpendiculaires  à  ces  deux  droites, 
ce  qui  détermine  complètement  le  cône. 

5.  Application  eux  normalies.  —  La  directrice  d'une  nor- 
malic  est  une  trajectoire  orthogonale  «les  génératrices.  Si  l'on 
prend  pour  plans  de  coordonnées  le  plan  tangent  elles  plans  prin- 
cipaux, si  l'on  appelle  R  et  IV  les  rayons  de  courbure  principaux, 
ei  'l  l'angle  que  la  directrice  fait  avec  la  section  principale  de 
rayon  R,  on  a 

a.  =  cost}',  £  =  .sin'},         7  =  0; 

d'autre  pari,  on  peut  voir  que 

da  <■<><'!/  (H>  <\w\  de 


,1-  R    '  >h  IV    '  ih       °' 


ce  qui  donne 


ros2'!/        sin2^ 


ï,\         sin«tL 


coszty        smz«p 


K  R'    ' 

par  suilc,  les  formules  (i)et(2)  deviennent,  pour  une  normal!  e, 

ro-'!/         sin-'l/ 


K 


R 

R' 

r      cos*«A 

■4- 

sin2']/  ' 

R* 

/COS2'|i 
1       |;-j' 

R's 

sin*4-\» 

R'2   / 

|  —   —  — -  \    sin-'L  ro^'l 


Ces  dernières  formules  permettent  «le  faire  L'étude  ^u  pinceau 
des  normales  voisines  de  OZ.  En  particulier,  on  peut  obtenir  la 
torsion  géodésique  de  La  façon  suivante  :  si  <•>  <•(  ~  sonl  les  cour- 
bures   d'une   géodésique,    I. rmplie  correspondante,    qui    est 

formée  des  normales  principales  de  cette  courbe,  a,  d'après  la  for- 
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mule  (2),  pour  paramètre  de  distribution 


Or.  si  l'on  remarque  <jue  l'angle  de  deux  normales  principal»-  esl 


^  tu2  H-  --  x  ds,  on  voit  que 

U)8_+.,t8:=    H2, 


et  l'on  a 

_  5! ;  -  (l         1 

K   ~~  VÎT        R 


ce  qui  est,  aux  notations  près,  la  formule  donnée  par  M.  Bertrand. 


Remarques  sur  les  lignes  de  courbure  qui  pussent 
par  un  ombilic;  par  M.  Ch.  Bioche. 

Voici,  en  résumé,  les  questions  qui  font  l'objet  du  Mémoire 
suivant  : 

Je  discute  les  considérations  théoriques  d'où  l'on  peut  déduire 
l'équation  des  lignes  de  courbure  pour  un  ombilic. 

Après  avoir  établi  des  résultats  connus,  relatifs  à  la  distribution 
des  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un  ombilic,  lorsque  l'é- 
quation qui  détermine  leurs  directions  est  du  troisième  degré,  je 
discute  un  raisonnement  erroné  de  Dupin. 

Je  fais  remarquer  que,  contrairement  à  une  assertion  de 
M.  Amiot,  il  passe  toujours  au  moins  deux  lignes  de  courbure 
réelles  par  tout  ombilic  pour  lequel  l'équation  est  de  degré  pair. 

Je  montre  que,  si,  par  un  point  où  toutes  les  courbures  nor- 
males sont  nulles,  il  passe  trois  lignes  asymptotiques,  les  direc- 
tions de  ces  lignes  alternent  avec  celles  des  lignes  de  courbure. 

Enfin  je  donne  la  liste  des  travaux  que  j'ai  pu  retrouver,  et 
où  il  est  question  des  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un  om- 
bilic. 

I. 

Équation  des  lignes  de  courbure. 

1.  L'équation  qui  détermine  les  directions  des  lignes  de  cour- 
bure passant  par  un  point  d'une  surface  se  réduil  à  une  identité 
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>i  le  point  est  un  ombilic.  Comme  l'a  fait  remarquer  Dupin,  il  ne 
s'ensuit  pas  nécessairement  que  par  un  ombilic  il  passe  une  infi- 
nité de  lignes  de  courbure,  mais  seulement  que  leur  nombre  n'est 
plus  2.  Pour  lever  l'indétermination  dans  le  cas  où  elle  n'est 
qu'apparente,  on  différentie  l'équation  ordinaire;  de  même  que, 
pour  trouver  les  tangentes  en  un  point  multiple  d'une  courbe 
.1)  =  o,  on  différence  l'équation 

'_/F       ËE  **?.  _ 
dx        <ly   dx 

(jiii,  pour  le  point  considéré,  devient  une  identité.  Les  auteurs  qui, 
pour  justifier  cette  règle,  ont  employé  des  considérations  se  rap- 
portant directement  à  la  question  ont  suivi  deux  voies  diffé- 
rentes. 

Poisson  remarquait  que,  la  plus  courte  distance  A  des  normales 
en  deux  points  voisins  M  et  M'  étant,  en  général,  du  premier 
ordre  par  rapport  à  MM',  si  M  est  un  point  ordinaire,  est  d'un 
ordre  supérieur  pour  les  lignes  de  courbure.  Si  le  point  M  est  un 
ombilic,  il  y  a  des  directions  pour  lesquelles  A  est,  par  rapport 
à  MM',  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  l'ordre  obtenu 
pour  les  autres  directions.  Ce  sont  ces  directions  particulières 
que  Poisson  appelle  directions  des  lignes  de  courbure  passant 
par  l'ombilic.  Leur  équation  s'obtient  en  formant  l'expression 
générale  de  A,  et  en  écrivant  que  le  terme  principal  est  nul. 

Cette  méthode  suppose  une  généralisation,  parfaitement  logique 

d'ailleurs,  mais  qui  comporte,  comme  toutes  les  opérations  de  ce 

genre,  un  peu  d'arbitraire.  Aussi  la  méthode  de  Dupin,  reprise  et 

précisée  par  M.   \ini<>l.  me  paraît-elle  plus  naturelle.  Elle  consiste 

.i   exprimer  qu'une  des  lignes  de  courbure  d'un   point   Vf' voisin 

de  l'ombilic   M    passe  par  M.  Ce  qui  revient  à  former  l'équation 

des  lignes  de  courbure  pour  le  poinl  \l'(  x  -h  8#,  y   r  rV,  ^  +  tz), 

le  point  M  ayant  pour  coordonnées  (.'.r,  s),  el  à  écrire  que  Tune 

,  il--  •  dy    ...  8y 

des  racines   uV  I  équation  en     .     ainsi  obtenue  est  k,—  • 
1  dx  ox 

i2.  Les  deux  méthodes  conduisenl  à  la  même  équation.  En  effet, 
supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'ombilic  soit  à  l'origine 
des    coordonnées,    !<•    plan    r       <>    étanl    le    plan    langent.    Soit 


97  — 


\y(d.c,  c/)',  dz)  un  poinl  voisin  de  l'ombilic  O.  La  plus  courte  di 
stance  des  normales  en  <  >  el  V  es! 


A  = 


pdy   -qdx 


L'équalion  des  lignes  de  courbure  pour  l'origine  des  coordon- 
nées, lorsque  OZ  est  !;i  normale,  peul  s'écrire,  en  général, 


(0 


dp  dy 


Iq  dx  =  o. 


La  méthode  de  Poisson  conduit  à  développer  j>  el  q  en  série,  par 
rapport  à  dx  et  dy,  et  à  égaler  à  zéro  le  premier  terme  du  déve- 
loppement de  A  qui  n'est  pas  identiquement  nul.  Celle  de  Dupin 
conduit  à  différentiel'  l'équalion  (i).  Or  la  première  différentielle 
de  dp  dy — dqd.r,  qui  n'est  pas  identiquement  nulle,  est  égale 
(à  un  facteur  numérique  près)  au  terme  en  question  du  dévelop- 
pement de  A. 

En  particulier,  pour  les  axes  considérés,  on  a,  en  appelant  a,  p, 
Y,  o  les  dérivées  troisièmes  de  r  par  rapport   à  ./•  el   r. 


dy 
dx 


dy* 

dx* 


*- Y) -1-0 


dy 
dx 


dy 
dx 


J'appellerai  ombilics  ordinaires  ceux  pour  lesquels,  les  dérivées 
troisièmes  n'étant  pas  toutes  nulles,  l'équation  des  lignes  de  cour- 
bure est  du  troisième  degré;  ombilics  d'ordre  supérieur  ceux 
pour  lesquels  l'équation  précédente  se  réduit  à  une  identité-;  dans 
ce  cas  on  différentie  de  nouveau,  ce  cpii  donne  une  équation  de 
degré  plus  élevé. 


3.  Tout  ce  qui  précède  s'applique  toutes  les  fois  (pie  les  déri- 
vées de  z  ont  des  valeurs  bien  déterminées  à  l'ombilic.  Ce  qui  ar- 
rive pour  les  surfaces  algébriques  ou,  plus  généralement,  pour  les 
surfaces  F(x,  j',  s)  =  o,  telles  que  : 

a    A  -,  •  ,  ,    ,  ,  , ,  .    ,       dF    d¥     dV 

i°   Au  point  considère  les  trois  dérivées  —  >  -— ,  -—   ne    soient 
*  dx     dy      dz 

pas  toutes  nulles,  ce  qui  exprime  cpie  le  point  est  simple; 

2°  Les  dérivées  d'ordre  supérieur  de  F  aient  des  valeurs  bien 

déterminées. 

11  est  facile  de  s'en   assurer  en  diflerentiant    b\.t\  r,  z)  —  o  par 

XV11I. 
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rapport  à  x  et  y  (s  étant  fonction  de  x  ely),  ce  qui  donne  les 
équations  permettant  de  calculer  les  dérivées  de  ;. 

Ombilics  ordinaires. 

4.  Supposons  d'abord  qu'un  ombilic  ordinaire  appartienne  à 
une  ligne  ombilicale;  l'équation  des  lignes  de  courbure  est,  dans 
tous  les  cas, 

w  (^)(^-M<«-^-8>i]i=° 

S'il  \  a  une  ligne  ombilicale,  il  y  a  un  point  P  voisin  de  O  pour 
lequel  les  trois  équations 

I  I-4-^2  )/•  —  (!  -+-  p*)t  =  O, 

(i-hp-)s —        pqr       —  o, 
(ï-i-$r2)s —        pqt        =  O, 

obtenues  en  écrivant  que  la  courbure  d'une  section  normale  ne 
dépend  pas  de  sa  direction,  sont  vérifiées.  Si  l'on  développe  les 
premiers  membres  de  ces  équations  en  série,  comme  ils  sont  nuls 
pour  le  point  O,   on  a,   comme  premiers  termes,   des  Infiniment 

petits  qui  sont 

(a  —  \)dx-\-  (ri  —  l)dy 

pour  la  première  expression,  et 

$dx-¥  -w/r 

pour  les  deux  autres.  D'après  l'hypothèse,  ces  deux  termes 
doivent  être  nuls  si  l'on  se  déplace  sur  la  direction  OP.  dette  di- 
rection est  donnée  par  la  valeur  de  -r-  qui  vérifie  simultanément 
les  équal  ions 

P  +  Tg=o,  (a-ï)  +  (/>-a)g=o. 

D'autre  part,  celte  valeur  de  -.  vérifie  L'équation  (a),  puisque 
tout  le  long  de  la  ligne  ombilicale  l'équation 

i  <li        jtilz  \//i/        (  <l\         <j  il:  \ilji        o 
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esl  identiquement  vériiiée.  Si  l'on  supprime  le  facleur  correspon- 
dant à  la  ligne  ombilicale,  l'équation  (2)  devient 

dy'1  dy 

ax-  d.r 

jj.  étant  une  combinaison  des  dérivées  a,  [3,  y,  0;  on  voit  alors  que, 
si  un  ombilic  ordinaire  appartient  à  une  ligne  ombilicale,  il 
passe  par  ce  point  deux  lignes  de  courbure  proprement  dites, 
de  directions  rectangulaires.  La  ligne  ombilicale  a  une  direc- 
tion quelconque  par  rapport  aux  lignes  de  courbure.  On  peut  le 
vérifier  sur  l'équation  donnée  par  M.  de  Saint-Germain,  à  la  fin 
de  sa  Note  sur  les  surfaces  du  troisième  ordre  qui  ont  une  ligne 
d'ombilics. 

5.  Dans  le  cas  d'un  ombilic  ordinaire  isolé,  les  directions  des 
lignes  de  courbure  peuvent  affecter  toutes  sortes  de  dispositions. 

Sur  les  surfaces  du  second  degré,  qui  ne  sont  pas  de  révolution, 
il  ne  passe  par  chaque  ombilic  qu'une  ligne  de  courbure  réelle  : 
c'est  la  section  principale  passant  par  l'ombilic;  les  racines  ima- 
ginaires correspondent  aux  deux  génératrices  de  la  surface,  qui 
sont  des  droites  isotropes.  En  ellet,  une  surface  (\\\  second  degré, 
rapportée  à  un  ombilic,  a  une  équation  de  la   forme 

j.z  =  a(.r2-h  i-  )  -+-  bz2  4-  icxz, 

si  l'on  prend  pour  plan  des  .r;  le  plan  principal  qui  contient  l'om- 
bilic. L'équation  des  lignes  de  courbure  esl  alors 

dy  (dy2 

avdr\dy^ 

ac -=£  o  si  la  surface  n'est  ni  un  système  de  deux  plans,  ni  une  sur- 
face de  révolution.  Les  planches  de  V Application  de  V Analyse 
à  la  Géométrie,  par  Monge,  permettent  de  constater  sur  l'ellip- 
soïde ce  fait  général  :  une  ligne  de  courbure  passant  par  un  om- 
bilic ordinaire  y  est  divisée  en  deux  parties,  dont  l'une  corres- 
pond aux  courbures  minima,  l'autre  aux  courbures  maxima. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  cas  réalisé  pour  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  n'est  pas  le  seul;  car,  pour  la  surface 

xy z   -  I, 
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qui  sont  évidemment  des  plans  de  symétrie,  coupent  la  surface 
suivant  des  lignes  de  courbure  réelles;  ces  lignes  se  croisent  à 
l'ombilic 

x=y  =  Z  =  I, 

en  faisant  deux  à  deux  des  angles  égaux. 

6.   D'ailleurs   l'équation  des  lignes  de  courbure,  pour  un  om- 
bilic, peut  s  écrire,  en  général, 

dy3  „        .,.  dyï        .  dy        . 

et  l'on  peut  disposer  des  valeurs  des  dérivées  a,  ($,  y,  o,  de  façon 
que  les  racines  de  l'équation  aient  les  valeurs  qu'on  voudra;  il 
est  facile  de  s'en  assurer  et  de  former  des  exemples.  On  peut 
en  former  à  volonté  au  moven  des  surfaces  représentées  par  l'é- 
quation 

.'-  —  V'-  !  ,  % 

Z  — 1 (W3+  Vi>T-  y  -J-o-'.D "2-4-  8v3), 

2  I  .  2 .  S  r       s  ,     .  j 

où  a,  |j.  Y,  o  sont  des  constantes.  Pour  toutes  ces  surfaces,  l'om- 
bilic  x  =y  =  z  =  o  est  isolé,  car  M.  de  Saint-Germain  a  déter- 
miné toutes  les  surfaces  du  troisième  degré  qui  ont  une  infinité 
d'ombilics,  et  les  surfaces  précédentes  ne  rentrent  pas  dans  cette 
catégorie. 

Je  citerai,  comme  exemple,  la  surface 

Y-  /H 


>.  I  .  >. .  j 


pour  laquelle  l'équation  des  lignes  de  courbure  est  '•  -  =  o,   et   la 


c/./:1 

-h iTa ce 

_  ;r2-i-  i  m 

2  1.2.3 


étudiée  par  M,  Frost,  surface  pour  laquelle  l'équation  des  lignes 
de  coin  bure  est 
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7.  Dupin  avait  cru  pouvoir  affirmer  que,  sur  toute  surface, 
pour  un  ombilic  ordinaire  isolé,  il  n'y  avait  qu'une  ligne  de  cour- 
bure réelle.  Cette  affirmation  esl  détruite  par  ce  qui  précède; 
mais  le  raisonnement  de  Dupin  étant  assez  spécieux,  je  crois  qu'il 
est  bon  de  le  discuter  pour  en  montrer  le  défaut.  Dupin  considé- 
rait les  ombilics  isolés  comme  des  points  doubles  d'une  ligne  om- 
bilicale imaginaire;  les  directions  des  tangentes  à  cette  ligne 
devaient  vérifier  l'équation  des  lignes  de  courbure,  qui,  par  suite, 
n'avait  plus  qu'une  racine  réelle  correspondant  à  une  ligne  de 
courbure  proprement  dite. 

Reprenons  les  équations  de  condition  qui  expriment  qu'un 
point  est  un  ombilic.  Si  l'on  écrit  que  l'équation  aux  courbures 
principales  a  ses  racines  égales,  on  a 

R  =  [(i  -+-  q*)r  —  ipqs  -+-  (i  -4-/>2)*]2+  \'s--  -  rt){\  +  p--h  q2)  =  o. 

L'expression  11  se  trouve  aussi  sous  le  radical  correspondant  à 
l'équation  des  lignes  de  courbure;  elle  peut  se  mettre  sous  forme 
d'une  somme  de  quantités  positives;  pour  arriver  à  ce  résultat, 
en  conservant  la  symétrie  des  formules  par  rapport  aux  variables 
indépendantes  x  et  y  ('),  il  suffit  de  considérer  R  comme  un  tri- 
nome  en  s;  on  a  alors 


R 


(n-y/Mu-H?-) 


.S       pq 


■pi  +  q-) 


h)' 


le  poserai,   pour  abréger, 


M 


=  2  S        j>q 


q-- 


Les  ombilics  dune  surface  F(  '\y,  z)  =  o  sont  donnés  par  les 
équations 

F  —  o,         M  —  o,         N  —  o  ; 

les  i\au\  dernières  expriment  que  la  courbure  normale  est  la  même 
pour  toutes  les  directions,  et  que  l'équation  ordinaire  des  lignes 
de  courbure   est  vérifiée   pour    toutes   les   directions    partant    de 


(')  M.  Souillarta  t'.iii  remarquer  (Journal  de  ('relie,  65,  1866)  qu'on  pouvait 
déduire  d'un  hessien  borde  des  expressions  symétriques  par  rapport  aux  ii"i^ 
coordonnées. 


!():> 


l'ombilic.  Si  les  ombilics  sont  isolés,  c'est-à-dire  si  les  trois  équa- 
tions sont  indépendantes,  il  y  aura  bien  sur  la  surface  une  ligne 


imaginaire  L,  intersection  de 


M«-+-N*  = 


le  long  de  celle  ligne,  l'équation  aux  courbures  principales  et 
l'équation  des  lignes  de  courbure  oui  leurs  racines  doubles,  tan- 
dis que,  aux  ombilics,  les  trois  coefficients  de  chacune  des  équa- 
tions sont  tous  nuls;  ce  qui  est  une  condition  plus  restrictive  ; 
de  sorte  que,  en  tous  les  points  de  la  ligne  L,  l'équation  aux  lignes 
de  courbure  n'est  pas  identiquement  vérifiée  ;  donc  la  ligne  L  n'est 
pas  une  ligne  d'ombilics,  et,  de  plus,  elle  n'est  pas,  en  général, 
ligue  de  courbure. 

autrement,  l'équation  M2  +  N2=  o  n'est  équivalente  au  sys- 
tème M  =  o,  N  =  o  que  si  l'on  se  borne  aux  solutions  réelles; 
le*  solutions  imaginaires  de  la  première  ne  conviennent  pas  aux 
deux  autres;  et,  précisément  dans  le  raisonnement  de  Dupin,  il 
s'agissait  «le  solutions  imaginaires. 

III. 

Ombilics  d'ordre  supérieur. 

(S.  La  discussion  complète  des  ombilics  d'ordre  supérieur  a  un 
intérêt  liés  limité,  car  ces  poinls  sont  liés  exceptionnels,  .le  veux 
seulement  relever  à  leur  égard  une  assertion  erronée  de  M .  Anuoi . 
\|.  \mioi  dil  :  «  Il  faut  remarquer  que,  si  l'équation  des  lignes  de 
courbure  est  du  quatrième  degré,  il  peut  n'y  avoir  pas  de  lignes 
de  courbure  passant  par  l'ombilic  »,    ci   ceci   n'est  accompagné 

d'aucune  démonstration.    Le    cas   é :é  serait   remarquable,  s  il 

était  réalisable;  aussi  je  crois  qu'il  peut  être  intéressant  de  faire 
voir  que,  pour  un  ombilic,  l'équation  aux  lignes  de  courbure  n'a 
jamais  toutes  ses  racines  imaginaires  :  ce  «pu  revient  à  dire  qu  il 
u'\  ;i  pas  d'ombilic  où  il  ne  passe  pas  de  ligne  de  courbure  réelle. 
Le  seul  eus  à  discuter  est  celui  pour  lequel  le  degré-  de  l'équation 

est   pair;   je  raisonnerai  dans  lli  vpol  lièse  où   ce  degré  sérail    \  :    la 

im'i  liodc  esl  générale. 

9.  J'appelle  \.  B,  (  \,  I  >.  E  les  dérivées  quatrièmes  de  3  ;  lorsque 
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l'équation  du  troisième  degrd  se  réduit  à  une  identité,  la  différen- 
tiation  conduit  à 

rw  dyx       ,on       .,    dy:i  _.  dy*  dv 

D  -j—r  -+-  (3  C  —h)  -—,  -h  3(B  —  D)  -4—  -h  (A  —  3<,  )  -~   -  B  =  o, 

équation  qui  ne  se  réduit  à  une  identité  que  si,  dans  le  dévelop- 
pement de  z,  l'ensemble  des  ternies  du  quatrième  degré  est,  à  un 
facteur  près,  (.r2-f- y'2)2.  Je  supposerai  ce  cas  écarté,  de  façon 
que  l'équation  des  lignes  de  courbure  soit  bien  du  quatrième 
degré. 

On  peut  faire  en  sorte  que  A,  B,  C,  D,  E  aient  des  valeurs 
données;  mais  on  ne  dispose  pas  entièrement  des  coefficients  de 
l'équation,  car  trois  d'entre  eux  ne  contiennent  que  13  et  D.  On 
ne  peut  donc  plus,  comme  dans  le  cas  du  troisième  degré,  donner 

,  , , ,  .  dy  ,  .  •  i  •       • 

a  l  équation  en  ~  des  racines  prises  arbitrairement. 

Pour  un  ombilic  de  la  nature  de  ceux  que  je  considère,  le  dé- 
veloppement de  z  en  série  donne 

s  =  -  l.r2--^'2)  -+-  o(j\j-)  -h  li, 

o(«r,j')  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré,  homogène,  et  11 
l'ensemble  de  termes  de  degré  plus  élevé.  Pour  toutes  les  surfaces 
qui  ne  diffèrent  que  par  R,  les  dérivées  quatrièmes  et  par  suite 
l'équation  des  lignes  de  courbure  à  l'ombilic  sont  les  mêmes;  de 
sorte  qu'il  suffit  de  montrer  que,  pour  la  surface 

s  =  -(x*  +  y*)-ho(x,y), 

l'équation  des  lignes  de  courbure  ne  peut  pas  avoir  toutes  ses  ra- 
cines imaginaires. 

10.  Coupons  cette  surface  par  un  plan  z  —  h ,  parallèle  au  plan 
tangent  et  situé  du  coté  de  ce  plan  où  se  trouvent  les  points  de  la 
surface  voisins  de  l'ombilic;  la  projection  de  la  section  sur  le 
plan  tangent  a  pour  équation  en  coordonnées  polaires 

h  —  -  p2+  v  o|  cosO,  sin  'm. 

2  '       ' 
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L'équation  en  p  a  deux  racines  réelles  voisines  de  O,  autrement 
dit,  la  section  présente  dans  le  voisinage  de  l'origine  une  boucle 
fermée  réelle  qui  diffère  très  peu  du  cercle 

'-i/7/' 

Le  rayon  vecteur  d'un  point  de  cette  boucle  est  variable,  si  l'on 

suppose  (pie  o  satisfasse  à  la  restriction  énoncée  plus  haut,  et  d'où 
résulte  que  l'équation  des  lignes  de  courbure  est  du  quatrième 
degré.  Le  rayon  vecteur  a  donc  au  moins  un  maximum  et  un  mi- 
nimum réels.  Soit  M  un  point  pour  lequel  il  v  a  un  maximum;  la 
normale  en  ce  point  rencontre  OZ,  car  elle  se  projette  sur  le  rayon 
vecteur:  donc  OM  est  la  direction  d'une  ligne  de  courbure  réelle. 
Pour  la  surface  du  quatrième  degré  considérée,  la  normale  en  M 
rencontre  effectivement  OZ;  autrement  dit,  les  lignes  de  courbure 
sont  planes.  11  est  d'ailleurs  facile  de  s'en  assurer  en  prenant  pour 
l'un  des  axes  de  coordonnées  la  tangente  à  l'une  de  ces  lignes. 
Cela  n'aurait  pas  lieu  pour  une  surlace  quelconque.  La  courbe 
des  centres  de  courbure  correspondant  à  la  ligne  de  courbure  con- 
sidérée aurait  simplement  un  plan  oseulateur  stationnaire  au 
point  situé  sur  la  normale  à  l'ombilic. 

Je  remarquerai,  en  terminant,  que  de  ce  qui  précède  résulte  le 
théorème  d'Algèbre  suivant  : 

Si<o{  x,  r  i  est  un  polynôme  homogène  de  degré  ■>.  /'..Vf',. —  ■'  "f , 
admet  toujours  nu  moins  deux  facteurs  réels  du  premier  degré. 

IV. 

Points  d'inflexion  totale. 

11.  Il  peut  arriver  que  sur  une  surlace  à  courbures  opposées 
on  ait  à  la  lois  en  un  point 

I  <>.  S    -      II.  /  (I. 

I.M  ce  poinl  toute-  les  sections  normales  on!  une  courbure  nulle; 
il  peut  donc  être  assimilé  à  un  ombilic.  M.  \mioi  a  étudié  ces 
points  dans  un  Mémoire  couronné  par  I  académie  de  Belgique, 
en  i^i<>.  el  les  a  appelés  points  d'inflexion  totale,  parce  qu  en 
ces  points  Lotîtes  les  courbures  changenl   de  sens.   M.  de  Saint- 
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Germain  a  montré  (Comptes  rendus,  i885)  qu  il  "\  avail  «1rs  sur- 
faces  du    troisième   degré   ayant   une   infinité   de  points  de  cette 

nature. 

L'équation  des  lignes  de  courbure  et  celle  des  lignes  asympto- 
tiques  se  réduisent  à  des  identités;  on  a,  comme  dans  le  cas  des 
ombilics  ordinaires,  pour  équation  des  lignes  de  courbure, 

-; dy3  +  (2 13  —  8 ) dx  dy* -+-(«—  2 -;  | dx* dy  —  [1  dx3  =  o. 

Pour  trouver  les  lignes  asymploliques  passant  par  l'ombilic,  on 
peut  écrire  que  l'une  des  lignes  asymploliques  d'un  point  voisin 
passe  par  le  point  O  considéré,  ce  qui  donne 

y.  dx3  +  5  (3  dx  dy*  —  3  •;  il.r'1  dy  +  0  dy3  =  o, 

équation  que  l'on  obtiendrait  d'ailleurs  en  déterminant  les  direc- 
tions des  lignes  qui  ont  non  plus  trois,  mais  quatre  points  com- 
muns avec  le  plan  tangent.  Ce  plan  est  alors  stationnaire  pour  les 
asymploliques.  Celles-ci  peuvent  être  toules  trois  réelles;  il  peut 
y  en  avoir  d'imaginaires  ou  de  confondues,  on  le  voit,  comme  poul- 
ies lignes  de  courbure. 

Je  ferai  simplement  remarquer  que,  comme  dans  le  cas  des 
points  ordinaires,  les  directions  des  asymptotiques  sont  sépa- 
rées par  celles  des  lignes  de  courbure.  En  effet,  posons 

-—j-  =  -^—j     et      ç(8)  =  acos28-j-3  3  cos26  sinô-t-3vcos0  sin28  -+-  0  sin38, 

COSO  Mll'J  '  ' 

on  voit  que  k>(9)  =  o  csl  L'équation  qui  donne   les  directions  des 

asymploliques;  or  on  peut  remarquer  que 

-  \  ç>'(  8  1  =  v  sin38  +  1  2  fi  —  8  1  sin28  oos8  +  (a—  27  1  sin8  cos28  —  £  eos30. 

de  sorte  que  a/(9)  =  o  donne  des  lignes  de  courbure.  L'applica- 
tion du  théorème  de  Rolle  aux  équations  co|  h  i  =  o,  'f'{  h)  =  o  jus- 
tifie la  proposition  énoncée. 
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Remarques  sur  les  transformations  isogonales; 

par  M.  M.  d'Ocagne. 
(Séance    du   17  juillet  1889.) 

M.  Laisant,  généralisant  un  théorème  deTranson,  a  fait  voir(f) 
que  si,  dans  une  transformation  isogonale  (c'est-à-dire  qui  con- 
serve les  angles),  les  centres  de  courbure  de  diverses  courbes, 
relatifs  à  un  point  où  elles  se  croisent  toutes,  sont  situés  sur  une 
conique,  les  centres  de  courbure  des  courbes  transformées,  ré- 
pondant à  leur  point  de  croisement,  sont  également  situés  sur  une 
conique. 

Cette  proposition  est  susceptible  elle-même  d'une  importante 
généralisation.  On  a,  en  effet,  ce  théorème  qui  se  démontre 
d'ailleurs  très  aisément  en  partant  de  la  remarquable  formule  (7) 
de  la  Note  citée  de  M.  Laisant  : 

Dans  toute  transformation  isogonale,  la  figure  formée  par 
les  centres  de  courbure  de  diverses  courbes  se  croisant  en  un 
point,  autour  de  ce  point,  et  la  figure  formée  par  les  centres  de 
courbure  des  courbes  transformées,  autour  du  point  corres- 
pondant, SOnt  IIOMOGUAPHIQUES. 

Profitant  de  ce  que  nous  sommes  sur  ce  sujet,  nous  présente- 
rons encore  une  remarque  sur  une  transformation  isogonale  parti- 
culière d'une  grande  importance,  celle  de  Chasles  et  de  W. 
Roberls. 

On  sait  que,  dans  cette  transformation,  on  fait  correspondre  au 
point  A,,  dont  les  coordonnées  polaires  sont  p,  elw,,  le  point  A,,, 
dont  les  coordonnées  polaires  on  et  toH  sont  données  par 

p„=  p'jf,        u>„  =  ntùi. 

\  <>ici  sous  quelle  forme,  excessivement  simple,  on  peut  mettre, 
pour  cette  transformation,  la  relation  entre   1rs   rayons  de   cour- 


(')  Bulletin  de  In  Société  mathématique,  t.  W.  p.  39;  iSn- 
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bure  en  deux  points  correspondants,  relation  que  nous  avons  éta- 
blie ailleurs  (  '  '). 

Soient  C(  el  G«  les  centres  de  courbure  répondant  respective- 
ment aux  points  \,  et  \„  pour  une  courbe  donnée  et  sa  transfor- 
mée, <)  étant  l«v  pôle  de  la  transformation.  \){  el  D„  étant  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  de  <',,  sur  <)\,  el  de  Cn  sur  0A/o 
appelons  II  le  point  où  la  droite  l)t  I  )„  coupe  la  droite  A,  A„.  Dès 
lors,  le  théorème  que  nous  avons  obtenu  consiste  en  ce  qu'on  a 

HA,        _i 
HA,,        n 


Sur  l'application  des  coordonnées  parallèles  à  la  démonstra- 
tion d'un  théorème  de  Chasles  relatif  aux  surfaces  algé- 
briques ;  par  M.  M.  d'Ocaghe. 

(Séance  du  ig  février  1890.) 

1.    Le  théorème  que  nous  avons  cn  vue  csl  le  suivant  : 

Le  centre  des  moyennes  <lista  nées  des  points  de  contact  d  ''■une 
sur  face  algébrique  avec  ses  plans  tangents  parallèles  à  un  plan 
donné  est  Ji.ce  quel  que  soit  ce  /dan. 

La  démonstration  analytique  de  ce  théorème  par  les  coordon- 
nées cartésiennes  est  difficile  el  compliquée.  Elle  a  été  donnée 
par  Liouville  dans  un  Mémoire  (-)  qui  présente  un  très  grand 
intérêt  au  point  de  vue  de  la  théorie  de  l'élimination  dans  les 
équations  algébriques,  mais  qui  fait  ressortir  que  le  système  car*- 
tésien  ne  constitue  assurément  pas  la  voie  la  plus  naturelle  pour 
atteindre  analytiquement  au  théorème  de  Chasles. 


(')  Jornal  de  Sciencias  matematlcas  e  astronomicas,  1.  VI,  p.ô;  i8sj. 

Journal  de  Mathématiques  de  Liouville,  t.  VI,  p.  ">'é>.  M.  Fouret  a  fait 
voir,  dans  une  Communication  verbale  à  la  Société,  que  la  démonstration  de 
Liouville  pouvait  être  -1 lemcnl  simplifiée  dans  le  cas  du  plan.  Mais  cette  sim- 
plification < |  ■  1  •  consiste  à  montrer  qu'on  peul  substituer  à  la  courbe  le  système 
asymptotes,  <-t.  par  suite,  aux  points  de  contael  des  tangentes  les  points 
di   rencontre  mutuelle  des  asymptotes,  ne  subsiste  pas  pour  !<•  cas  de  l'espace. 
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Le  système  qui  se  présente  alors  à  I  espril  esl  celui  «  1  «  :  s  coor- 
données parallèles  où  un  plan  quelconque  est  déterminé  parles 
segments  u,  c,  w  qu'il  détermine  sur  trois  axes  parallèles,  donnés, 
à  partir  d'origines  données  A,  B,  C.  Et  il  est  très  remarquable  que 
c'est  à  ce  système  que,  dès  ittv.c),  Chasles  lui-même  a  recouru 
pour  établir  anal yliquement  son  théorème  ('). 

2.  La  démonstration  de  Chasles  (un  peu  alourdie  dans  le  texte 
original  par  l'emploi  inutile  de  la  formule  de  Taylor  généralisée) 
peut  être  réduite  à  ce  qui  suit  : 

L'équation  en  coordonnées  parallèles  d'une  surlace  algébrique 
quelconque  peut  être  écrite  sous  la  forme 

tv"  -+-  (au  +  bv  -+-  c)wn~i  -+-  Rrt_2  =  o, 

Rw_2  étant  un  polynôme  du  degré  n  —  2  en  w.  Dès  lors,  si  nous 
donnons  à  u  et  v  des  valeurs  déterminées  quelconques  et  que  tv,, 
(Vj,  ...,  w,t  soient  les  valeurs  correspondantes  de  w  données  par 
l'équation  précédente,  nous  avons 

i  =  n 

2,  wi  =  —  (au  -h  bv  ■+•  c). 
/=  î 

Cette  équation  exprime  que,  si  d'une  droite  prise  dans  le  plan 

des  uv  on  mène  les  n  plans  tangents  à  la  surface,  le  plan  P 
détermine  par  cette  droite  et  le  centre  des  moyennes  distances 
des  points  où  ces  n  plans  tangents  coupent  l'axe  des  w,  passe 
par  un  point  fixe. 

Si  le  plan  des  uv  est  rejeté  à  l'infini,  le  plan  P  passe  évidem- 
ment par  le  centre  des  moyennes  dislances  des  points  de  contact 
des  n  plans  tangents,  lesquels  sont  devenus  parallèles.  Appelons 
G  ce  centre  des  moyennes  distances,  H  le  point  fixe  par  lequel, 
en  vertu  du  théorème  précédent,  passe  constamment  le  plan  P.  Si 
nous  considérons  les  plans  tangents  dans  une  position  infiniment 
voisine,  pour  laquelle  G  viendrait  en  G',  nous  voyons  que  lemou- 


(')  Correspondance  mathématique  et  physique  de  Quetelet,  t.  VI.  p.  8t. 
C'est  là  (|ue  se  trouve  émise  pour  lu  première  fois  l'idée  des  coordonnées  paral- 
lèles, sur  laquelle  Chasles  revient  dans  son  grand  Mémoire  mit  le  principe  de 
dualité  (p.  635)  et  qui  a  été  approfondie  depuis,  principalemenl  par  M.  Schwe- 
ring,  par  M.  Franklin  el  pas  nous-mème. 
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vemenl  infiniment  petit  du  plan  l*  revient  à  une  rotation  instan- 
tanée autour  de  l'axe  mené  dans  ce  plan  perpendiculairement  à 
l'élément  GG'.  Le  point  H  doit  donc  nécessairement  se  trouver 
sur  cet  axe,  et,  comme  la  direction  de  cet  axe  peut  être  prise 
d'une  manière  quelconque  autour  de  G,  il  faut  (pie  H  coïncide  avec 
G.  Ainsi  donc,  le  point  G  est  fixe,  et  le  théorème  est  démontré. 

3.  Celte  démonstration,  que  nous  avions  trouvée  avant  d'avoir 
connaissance  de  la  Note  de  Chasles  et  qui  est  dune  forme  un  peu 
plus  simple  que  celle  de  l'illustre  géomètre,  ne  constitue  point, 
quoi  qu'en  dise  celui-ci,  une  démonstration  directe  de  son 
théorème.  En  effet,  l'éloignement  à  l'infini  du  plan  des  uv  enlève 
toute  signification  à  l'équation  sur  laquelle  repose  le  théorème 
préliminaire  et  fait  qu'on  ne  peut  en  déduire  la  détermination 
analytique  du  point  de  Chasles,  de  sorte  qu'en  réalité,  on  établit 
par  la  marche  précédente,  au  moven  des  coordonnées  parallèles, 
un  théorème  différent  de  celui  de  Chasles,  pour  en  déduire 
ensuite  celui-ci  à  l'aide  de  considérations  géométriques  d'ailleurs 
très  faciles. 

C'est  la  démonstration  directe  du  théorème  de  Chasles  par  les 
coordonnées  parallèles,  avec  la  détermination  analytique  complète 
du  point  de  Chasles  au  moyen  de  ces  coordonnées,  qui  fait  l'objet 
de  la  présente  Note.  On  verra  que,  bien  qu'exigeant  plus  de 
•  aïeul  que  la  précédente,  celle  démonstration  est.  en  somme. 
très  simple  aussi  ;  elle  fixe,  en  outre,  d'une  façon  remarquable, 
la  position  du  point  de  Chasles  dans  l'espace,  au  moyen  des  coef- 
ficients de  l'équation  de  la  surface  donnée. 

i.  Donnons-nous  donc,  dans  l'espace,  trois  axes  parallèles 
quelconques  A//,  lîe,  Cw. 

Soit,   par  rapport  ;ï  ces  axes, 
(  l  |  II  il.  V.  W  i        .. 

l'équation,  supposée  de  degré  //,  «lune  surface  algébrique  quel- 
conque.  Pour  mener  à   cette  Surface  des   plans   tangents   parallèles 

entre  eux,  nous  adjoindrons,  à  l'équation  (i)  les  suivantes, 

l     W  —    //  s. 

H     —   V  I. 
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Soient,  pour  des  valeurs  déterminées  de  s  et  t,  (^,.r,,tv,  . 
( //o,  e2,  ir2),  ...,  (u,i}  vn,  wn)  les  systèmes  de  solutions  des  équa- 
tions  (1)  et  (2).  Le  point  de  contact  du  plan  tangent  (///,  c,,  ir,)  a 
pour  équation 

dwi       .  dw,- 

(  u  —  Ui)  -—  -+-  (  v  —  vt) (w  —  wt)  =  o. 

dut  ovi 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  n  points  de  contact  a 
donc  pour  écpiation 

(3)  Lb  +  Mp  +  N«-  +  P  =  oi 

avec 

àwj  i  =  n  dwi 

au,-  v^  Ovi 


Si ^ '       M=    Sr 

me*    dw;  dWi  mmm    Ow 


(4) 


dut         dv;  diii         di-; 


dw,        du'i  mm»  dw,-        dni 

i         àvt 

dw,  OiVj 

p  __V       °"i 


d«j     '    dvi  '  ~         dut         dvt 

La  question  d'Algèbre  qu'il  s'agit  de  résoudre  consiste  à  faire 
voir  que  ces  coefficients  sont  constants.  Pour  cela,  substituons 
aux  variables  indépendantes  11  et  v  les  variables  s  et  t.  Nous 
avons 


dw 

dw 

du        dw  dw 

~ds~  ~ 

=  dû 

ds         dv     Os 

ou,  d 

après 

( 

*h 

dw 

dw 

(dw 

\         dw   dw 

~~ds 

~  dû 

\~ds 

7  +  1)7  ~ds~; 

d'où 

dw 

(5) 

dû 

ilw 

dw 

dw 

ds 

du 

+"  le 

—  1 

De 

même 

dw 

(6) 

~àv 

dw 

dw 

dw 

dt 

dû 

+  -dV 

—  1 
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I  )c  i  5  i  el  (6  i,  on  déduit  que 


17» 


</n'  dw 


dw        dw  Os         <)/ 

h I 

Ou  <h- 


—     I  : 


et,  en  Lenant  compte  de  (2),  que 


(8) 


dw  dw 

du  àv 


<){v        dw 

h  -r 1 

Oit  <h' 


c)iv  0i\~ 

—  i  —    -t-  w. 

Os  01 


Transformant  les  formules  (4)  au  moyen  de  (5),  (6),  (7)  et  (8), 
en  remarquant  que  s  et  1  ont  les  mêmes  valeurs  pour  les  n  plans 
tangents,  on  a 


àwi 


'•=2ïr 


«  =2 


(9)  ' 


•'    àwi         dwi 

■   / —  w 

01 


Or,  si  l'on  remplace,  dans  (1),  //  et  v  par  leurs  valeurs  litres  de 
(2),  on  peut  mettre  le  résultat  obtenu  sous  la  forme 

(10)  A„u"'-H  (A„_i*4-B„_,Z+  <V,  )(»•"-'-+-  K„_»  =  o, 

R„_2  étant  seulement  du  degré  n  —  1  en  w.  Dès  lors 


2A„    1  B„_!  <  .„  _  1 

wt  = —  s  -  -^—  t  —  -j—  ; 

7=1 

d'où 


^1   Ou',- 

—       OS 

1        1 

A„ 

2: 

i     1 

=  - 

B„_, 

A« 

2(-£ 

/    1 

c/ir 

0- 

A„- 
A„ 

'  -+- 

B„-, 

A„ 

-t-  /; 

2(4 

'       / 

~oT 

w/ 

)" 

• 

Transformant  au  moyen  de  ces  formules  les  valeurs  (9)  de  l>. 
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M,  N,  P,  et  portant  ces  valeurs  dans  (3  ),  un  a,   pour  équation  du 
point  de  Chasles, 

(ii)        —  A.„-,!«  —  B,,-,^  h-  (An_!-4-  B,,-!—  n\„  \w  +  C„_,  =  o, 

et,  comme  les  coefficients  de  cette  équation  sont  constants,  ce  point 
est  fixe. 

La  démonstration  directe  du  théorème  de  Chasles  est  ainsi 
faite.  Mais  il  est  intéressant  de  la  compléter  en  cherchant  à  ex- 
primer les  coefficients  de  l'équation  (10)  au  moyen  de  ceux  de 
l'équation  (i)  donnée.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  maintenant, 
d'abord  par  un  calcul  direct,  puis  par  une  marche  moins  élé- 
mentaire, mais  plus  élégante. 

5.   L'équation  (i)  peut  s'écrire 

<7„  u"  -+-  («[  a  -+-  bi  v)  ivn~l  -f-  (  a±  u2  -+-  b2  u  v  -+-  c2  v-  )wn~-  — .  .  . 
-t-  a'0  w»-1     -t-(a',«  -\-b\v)wn—i  — .    . 


la  première  ligne  contenant  l'ensemble  homogène  des  termes 
de  degré  n  que  nous  représenterons  par  F„(«,  c,  w),  la  se- 
conde,   l'ensemble   homogène    des    termes    de    degré    n — i,    ou 

F„_,(m,  i>,  a>), 

Si  maintenant  nous  remplaçons  dans  cette  équation  u  et  v  par 
w —  s  et  w —  t  et  que  nous  développions  par  la  formule  du 
binôme,  nous  trouvons  que 

A„      =  «0  —  (  ax  -h  ùi  )  -+-  (  a2  -+-  6.,  -+-  c2  )  -i-  .  .  . 
A.,i-i  =  —  f«i  +  ( 2 «2-+-     b2)  -t-(3 «3+263-+-     e3)-4-...], 
B»-i  =  — [*i-t-(    b2-h  ic,)  -i-  (    b3-h  ic3  4- 3  e/3  )  4- .  .  .  J, 
C„_t  =  a'0  -t-  (  a',  -+-  b\  )  +  (  a',  ■+-  b'.>  -4-  c'2)  -4- . . . , 

et  nous  en  déduisons  que 

AL/i-i-t-B/j-i  +  nA,,  =  na0 -b(n  —  i)(ai-t-èi)-+-(/i  — a)(  a^  —  b^  —  c,  n- 

Nous  pouvons  remarquer  que  les  quatre  dernières  formules 
peuvent  s'écrire 

A«_i  =- —  F„i  1 .  1 .  1 1.       B„_,  =  —    -  Frt|  ï,i.  i),       «  '. ,  - ,  -     F„   ,1.1.1  . 

Oit  Oi-' 

\„   [-f  B„    |   s-  71  A„  ==  —  Fni  ifi.,i). 
xviii.  S 
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I  >ès  lors  L'équation  (i  i)  du  point  de  (  Ihasfes  devient 

(la)  ii  ~  F„<  i,i,  i)-t-  Vj-  F»(i,  r,  i)-4-  w  —  F„(i,  i,  i  )  +  F„_,(i,  i,i)=o. 

Le  point  G  représenté  par  cette  équation  se  définit  géométri- 
quement comme  suit  :  Menons  par  le  point  G,  à  la  direction 
des  axes  A.M,  Bt>,  Civ,  une  parallèle  qui  coupe  le  plan  ABC 
des  origines  en  g  : 

i°  Le  point  g  est  le  baryccntre  des  points  A,  B,  G,  respecti- 
vement affectés  des  coefficients 

—  F„(i,i,i),     t-F„(i,i,i),     — -  F„<i,  i,  i  ). 
du  09  ua> 

2°   On  a 

-F„_,(i,i,i) 


(  X"  -+•  T  +  X-     F„(i,i,i) 

ow,  d'après  le  théorème  d' Euler  sur  les  fonctions  homogènes 

F„-j  (i,i.O 


gG  =  - 


«F„([,i,  i) 


0.  Voici  maintenant  l'autre  méthode  destinée  à  faire  connaître 
les  coefficients  de  l'équation  (i  i). 

Etablissons  d'abord  un  lemme. 

Si  F(x,y,  . .  .)  est  un  polynôme  de  degré  n  en  x,  y,  ...,  la 
formule  de  Tavlor  généralisée  donne 

p  =  n 

(13)  V(-r  +  ïo^Z+Zo*,  ...)=2KJ"W"'' 

OÙ,  sous  forme  symbolique, 


04)  K,,  -    —.  {.'•„  —      y»  —  H-.  ..       F 

'       /> .  ox      *    oy  } 


(x,  Y,Z). 


Gette  valeur  de  K^  est  développée  suivant  les  puissances  de  ./•„. 

v„ Cherchons  ;'i  la  développer  suivant  les  puissances  de  ./•. 

r.  ...:  pour  cela,  remarquons  que  le  symbole 


f      d  >> 


étant  additif,  on  a,  en  appelant  Fj(jr1y,  z)  l'ensemble  homogène 


-  1 1  ri 

des  ternies  de  degréy  de  F(.r,  )',  s),  el  observanl  qui-  pour  j <1  p, 
le  résultat  de  l'opération  d'indice  p  est  nul, 

j  =  n 

Mais,   d'après   une   propriété  connue  des  fonctions  homogènes 
(propriété  des  émana/ils), 

1    /       °  <;  V.-,  , 

i  /       d  <?  ../   /',, 

donc,  en  remplaçant  /  —  />  par  /, 

/ = «  —  ^i 

(,5)  k-=  2  [M-r^+7^+--\)'F^(w°'~~4 

(=0 

Notre  lemme  est  établi.  Appliquons-le  au  développement  de 
F((T'  —  s,  w —  t,  w)  suivant  les  puissances  de  <r,  les  coefficients 
étant  mis  sous  forme  de  polynômes  en  s  et  /.  Ce  développement 
sera  donné  par  les  formules  (i3)  el  (i5),  en  y  faisant 

x  —  —  s,        y  =—  t.         z   =  o, 

On  a  ainsi 

K«      =  F«(i,  i,  i), 

K„    i  =  —  *  — -  Fn( i ,  i ,  r  )  —  /  —  F„  (  i ,  i ,  i  )  -+-  F„_,  (  i ,  i ,  i  i  ; 
Ou  ov 

donc,  en  se  référant  aux  notations  de  l'équation  (io), 

A.«  =  F„(i,i.i),         A„_!=—  — -F,t(i,i,i),         B„_!=—       F„(i,i,i), 

Ou  ov 

Grt-i  =  F„_,(i,  i.  i), 

et,  par  suite, 

A „_]  -i-  B/,_]  ■+-  n  A „  =  n  F„ (  i ,  i ,  i  )  —  —  F„  (  i ,  : ,  i  )  —  —  F„  (i,  r ,  i) 

Ou  Ov 

0 
=         F„(,,,,,), 

0(V 
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en  vertu  du  théorème  d'Euler  sur  les  fonctions  Itomogènes.  Por- 
tant  ces  diverses  valeurs  dans  (11),  on  retrouve  l'équation  (12). 


7.  Si 


/   d  à  <> 

11  F„  1  1 .  1 . 1  )  =  (  —  h 1 F„  n  .  1 , 1  1  —  o, 

'  Ou        Ov        0\v  ' 


on  voit,  d'après  l'énoncé  qui  termine  le  n°  0,  que  le  point  g  est  à 
L'infini  du  plan  \\\C  et  que  la  distance  Gg  est  infiniment  grande, 
c'est-à-dire  que  la  surface  représentée  par  l'équation  (1)  est  tan- 
gente au  plan  de  l'infini. 

Ainsi,  lorsque  La  somme  des  coefficients  des  termes  du  degré  le 
plus  élevé  est  nulle,  la  surface  est  tangente  au  plan  de  l'infini.  On 
peut,  sans  difficulté,  le  voir  directement.  En  particulier,  si  l'équa- 
tion est  du  second  degré,  la  quadrique  qu'elle  représente  est  un 
paraboloïde. 

8.  L'équation  (12)  du  point  de  Ghasles  va  nous  permettre  de 
démontrer  le  théorème  suivant  : 

Le  point  de  Chasles  d'une  surface  algébrique  est  le  pôle  re- 
lativement à  cette  surface  du  plan  de  l'infini. 

Rappelons  d'abord  que  le  plan  polaire  P  d'un  point  H  par  rap- 
port à  une  surface  algébrique  est  le  lieu  des  centres  harmoniques 
relativement  à  II  des  points  où  une  droite  menée  par  H  rencontre 
la  surface  algébrique.  Le  point  11  esl  dit  le  pôle  du  plan  P  relati- 
vement à  la  surface 

Supposons  que  cette  surface  soit  celle  que  représente  l'équa- 
tion 1  1  i.  Si  l'on  rend  celte  équation  homogène  par  l'introduction 
d'une  variable  z,  en  sorte  que 

Fi  11.  r.  u  .  Z  1        Y  „    11.  r.  u  ■>-•    zFn—x(u,  V,  w)    \-.  .  .-+-  Z"  F0(«,  V,  «'), 

On  a,  pour  L'équation  du  pôle  <  1  u  plan  (  «n,  cn,  o0,  s0), 

à?  nV  ,)}■  ,/!• 

//  r  ir  ;  -    o. 

""„  "> ,,  ow0  dz0 

\)v   iiiiib   avons,  'ii    pilant     -  =  A,  --  =  m.   et   remarquant  que 

les  dérivées  partielles  deF/(fi,  c,  w)  sonl  des  fonctions  homogènes 
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de  degré  i  —  i , 

=  {*>?-'  -r-F/t(  X,  ;j.,  [)+  s0w%    2  —  F,,..  ,  i  À,  ;/,  i  l 


Oltn 


du 


du 


=  (Vj-J  F//(/,;Jl,  i)+  -î  —  F„ 

Lo>«  H'0    t>« 


[(A,  ;.>..  i  i 


De  même  iiour  —  -  et (  niant  a  —  >  on  a 

dF 

- =  W$-lF,l-l(A>li.,    I  )  -r   2Z0Wg  "-l\i     2  I  A.    [JL,  l) 


dz0 


F„_!(X,   [X,    l)  +  2—   F„_2I  À,  fi,    I) 


L'équation  du  pôle  du   plan   (m0,  e0,  ir0)  peut  donc  s'écrire  en 
remettant  l'unité  à  la  place  de  s, 


Lu  -r  Me   :   Xir  +  P  =  o, 


avec 


à  „    ,,  i      d   _        .,  i     .  d   _       , . 

L=    --  F„(  A,  u.  I  >  H -r—  F7J_i(à,  a,  l)H -  —  Y  „  -  2(  A    a.  i  )  -h.  .     . 

du  »'n    ow  n',:     t>« 


i      d 


î       d 


M  =  —  F„(X,  ji,  i)  H j-   F„_,  (  X,  (A,  i)h f  •  —  F„  _2(X,  ;j.,  i 


i       d 


i       f> 


N  =  j-  F„(X,  [x,  i)h F„_,(X,  a,  i)-+-  — .  — F„_2(X,  ;j>,  i). 

OW  W0     OW  U'J     ow 

1 
=      r«_1(A,  |x,  i)-h    —        F„-5 

Pour  le  plan  de  l'infini,  on  a 


o  ,  3 

P    =        F«_1(A,  |X,  l)-t-     —  F„_,(  .A,  \h  DH -,  F„_3(A,  (X,l)+ 


X 


i ,  ;jl  —  i , 


Les  coefficients  dont  les  valeurs  viennent  d'être  écrites  devien- 
nent alors 

L  =  —  Yn\  i.  i,  1 1,         M  =  —  F„(i,  i,  1 1.         N  ==  —  F„(i,  i,  0, 

dll  OV  OW 

P  =  F,t_,(i,  i,n. 

On  retrouve  donc  la  même  équation  que  celle  (12)  du  point  de 
Chasles,  et  le  théorème  sus-énoncé  est  démontré. 

Au  moven  d'une  transformation  bomographiqùe,  on  amène  ce 
théorème  à  la  l'orme  suivante  : 


Si  peti    une  droite  quelconque,  prise  dans  un  plan  -,   on 


mène  les  n  plans  tangents  à  une  surface  algébrique  de  la 
nièi>ie  classe,  le  pâle  du  />/(///  -  par  rapport  au  système  des 
points  de  contact  de  ces  n  plans  tangents  se  confond  avec  le 
pôle  du  même  plan  par  rapport  à  la  surfait'. 

En  particulier  :  Le  pôle  d'un  plan  par  rapport  à  une  surface 
algébrique  se  confond  avec  le  pôle  du  même  plan  par  rapport 
au  système  des  points  de  contact  ries  plans  tangents  à  la  sur- 
face parallèles  à  ce  plan. 


Sur  le  problème  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour 
d  un  point  fixe;  par  Mlle  Nawws  La.geb.borg. 

Dans  le  problème  du  mouvement  d'un  corps  solide  de  révolu- 
lion  fixé  par  un  point  de  son  axe,  on  est  ramené  à  exprimer  le 
lemps  à  l'aide  dune  quadrature  elliptique.  On  sait  que,  dans  le 
cas  plus  étendu  où  il  existe  une  fonction  de  force  dépendant 
uniquement  de  l'angle  0  que  fait  l'axe  du  corps  avec  une  droite 
iixe,  on  est  encore  ramené  à  une  quadrature.  Dans  ce  cas,  les  sur- 
faces de  niveau  sont  des  surfaces  de  révolution  autour  de  la  droite 
fixe.  Je  me  suis  proposé  de  trouver  une  fonction  de  force  con- 
duisant dans  le  cas  général  à  des  intégrales  elliptiques. 

L'expression  de  la  force  vive  e>t.  après  un  choix  convenable 
des  axes  de  coordonnées, 

2T  =  A(/»2-i-ys)+Os 

ou.  en  introduisant  les  angles  d'Euler, 


IN   0 


// 


dt 


.      dà         .       //d 

COS  0  Slll  (|   -.—    —   Mil  (S      ,    . 


''"1        fi ,hl 

r         -        s    rosi) , 

al  'H 


-i  n  'Il 


(dû     -        , V)  ,-  | 

\Tt)      [dt)   | 

■a)  '  " 


,/r  ,hi 
.n  dt 
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Comme  la  fonction  de  force  esl  indépendante  de  '!/  el  de  es,  je 
peux  appliquer  la  remarque  faile  par  Jacobi,  el  j'obtiens  alors  les 
deux  intégrales  suivantes 

f/'b  d'b  d<o 

(i  )  A  sin20  —:-  -+-  G  cos28  V  +  Ccosô-^  =  h, 

dt  dt  dt 

i  2  »  (i  -r1-  -r-  C  cosO-p-   =  ÇA', 

où  h  et  À  désignent  deux  constantes. 

On  a  encore,  en  désignant  par  U  la  fonction  de  force, 

(3)  îT  =  2(U  +  H),         II  =  une  const. 

Par  conséquent, 

Asin28-^  =  h  —  CÂcosO, 
dt 


a-.'.(^)Va(*)Vo*.  =  ,(0  +  h). 


rfù        A  —  C  A  c 


e/7  Asin26 

A2  sin»ef  ~)   =  aA(U  -+-  H)  sin^O  — _AC*«  sin*e  —(A—  CJtcos8)», 

/•• A  sinerfO 

<4)       f=.\    /a  A(;U  -+-  H)  sin*8  —  AC#*  sia26  —  (h  —  G~k  cosS)2 

Soil 

U  =  2[L'(ar«  ■i-j'2)  -h  M  a» -H  aN*]/ii 

la  fonction  de  force.  Les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellipsoïdes  de 
révolution  autour  de  l'axe  des  z. 

Chaque  point  du  corps  est  donc  soumis  à  une  force  constante  et 
à  une  force  qui  est  proportionnelle  à  la  distance  du  point  à  un  plan 
fixe.  Les  composantes  de  la  force  sont,  en  effet, 

a  La?,     jLr,     2Ma+îN, 

la  force   esl  donc  la  somme  de  deux  autres,  ayant  pour  compo- 
santes 

o,         o,        2(M  —  L)z 

et 

2  I>.r.     >  1. 1  .      'I-;      aN. 

La  seconde  passe  par  un  point  fixe  de  l'espace,  et  peul  se  dé- 
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composer  en   une   force   passant  par  le  point  fixe  du  corps  et  en 
une  force  constante. 

En  observant  que  le  corps  est  de  révolution  et  que  les  coordon- 
ner- du  centre  de  gravité  ;  el  r\  sont  nulles,  j'obtiens  pour  U 

L  =  L[(i  —  y1  i2t*/n-f-(i  —  f*)2ï)»/»-f-(i  —  -r'*)EÇ*m] 
M    -;-^;-m  -h^H^m  —  ^'-Ï.IJm  )  —  2.\-;""r 
=  L2(Ê*~t-TjS-+-Ç*)m-i-|  M—  L  I^Z^/tj  h- (M  —  L  r;  *2£îm 
M    -  L   -,  «p+aNY*? 
I.v,  ,2;2_  ç2)TOH_(M  _L)y**2(Ç8  —  Ç«  i»+i  M  — Lil^m-r-  ïN-;"; 

MC 


\I.    -(M- 

I.      \ 

1             i 

■  I  ■ 

(  )['  on  a 

Y  =  si  il  o  si  n  0, 
y'  =  ces  ■-;  sinô, 
Y"  =  cosO, 

U  =  (L    -  M)(C  —  A)  eos2Q  —  2  N  l  cos  9  -+-  —  -t-  AL. 

Désignons  par  R  le  polynôme  sous  le  radical  dans  l'expression 
i   .    L'équation   R  =  o  admet   toujours  deux  racines  réelles.  En 
effet, 

0=o.         R  =  —  ( h  —  Gky<  o 
pour 

6  =  77,        R=_(A  +  C*)2<o. 

Pour  la   valeur  initiale   f)0.  Il  doit   toujours   être   positif.    Nous 
pouvons  supposer  que  0  soit  compris  entre  o  el  —, 

0  =  0„.         R  >  o. 

(  )n  voit,  par  conséquent,  qu'il  existe  deux  racines  réelles  com- 
prises enl  le  —  I   et      -  i . 
Posons  cosd       ./■.  j'obtiens 


t  =  j 


dx 


',,  \  \  ..  ■      i;  x*     C'x      D 

Désignons  par  a,  jî,  •-.  o  les  racines  du  polynôme  sous  le  radical 
dans  »  .  Pour  ramener  le  polynôme  à  la  forme  normale  <le 
M .  \\  eiersl  rass,  je  pose 

■i  ,       i, 
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où  b  et  cl  sont  constantes.  J'obtiens  alors 


«*/-  = 


il.r' 

t  = 


Les  constantes  b  et  <:/  sont  déterminées  par 


b  —  a  </  =  4 , 
rf8  —  b        dri  -  6        r/y  —  6 


ex-H  e2  —  e3  =  o, 


a  —  0  a  —  p  a  —  y 

où  e,,  e2,  e3  sont  les  trois  racines  du  polynôme  ^x'3  —  giod  —  gz. 
J'ai  encore  posé 

(  a  —  P  ){  a  —  -;  )|  a  —  0  ) 

En  faisant  l'inversion  de  l'intégrale,  on  obtient 

p  [  v —f  )  =  x',         v  =  une  const . , 

OU 

/  lit 

V-Jk  =  u"    -Jk=da' 

en  posant 

p|  u)  =  x'. 

Je  veux  maintenant  exprimer  -l  et  co  en  fonction  de  £, 

dit        A  —  C  A-  cos  0        A  —  G k  cos  8         h  —  Ck x 


dt  Asin20  A  (  1  —  cos2  6;        A(i  —  j--2, 

dt 


Les  infinis  de  -~  sont  simples  et  donnés  par 


0  =  o.         B  =  ic. 
En  vertu  de  la  relation 

a £?'•+-  6        ap(  m)  h-  é 
x' -^  cl         p(u)  -+-  d 

on  obtient  les  valeurs  correspondantes  de  p(w), 

'  6  —  cl  (b  +  d) 

p("i)  =  i^zr^'       P(«t)  =  — ;r^r  ' 

Or   p(u)    r>t    une   fonction    de  degré   pair;    il   existe   donc   les 
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quatre  in  Unis  simples  u ,,  — ■  //, ,  tu,  —  //.,, 


(6) 


di>  = 


',/,    !  Hpl  "  l  +  d]—  Ck[ap{  u)-    b]\[p\  u  )  —  d]du 
A  |[p(«)  +  ^3s-[ap(«)  +  *]8| 

r     3"<  U  —  Mi)  .,     j'(  »  —  «â  ) 

'  '0  "+*  ''1    — -+-   '  ■■! 


(il —  Ut)  '  <f(U  —  ll2) 


,    s"  (u  -+-  ut)       ?r  cf  (k-+-  M2)1    . 

Ci — —  —  0-.  — •    a». 

[^(M  -H  l*i)  "    71(7-  «.,  I  J 

En  prenant  les  résidus,  je  vois  immédiatement  que 
Gi=— Ci,        C2  =  —  C2. 

Pour  déterminer  C0,  je  pose  u  =  o  dans  (6). 
En  intégrant,  on  trouve 

,  ,  ..  .     ,    n    ,         *(U  —  Ui)&\  »0+«l) 

o  —  (|/0  =  Co(«  —  "n  )  -r-  Gi  log 


-C2log^ 


<  h„ —  u2)o'(u  -h  ttg) 


On  lire  de  (2  j 

rfo_  A- A  sin2Q  —  (/*  —  CAcosO)cosO  _  —  (C£  -4-  AA"  )  cos20  —  A  cos6  -r-  A/ 
rfF  —  A  siii^e  "  Au  —  cos^T) 

_  —  (Ck  -h  XA')[oLpju)  -^  b]^ ~  h[^p( u)  ^  b][p(u)  -h  d]  +  A  fc[p{  u)  -h  d^- 
Allp^^^dy-^piiO-i-byi 

^(M  —  k2)  o,(a0+  "2) 

-I-   Li2  lOg  — r—— J 

:T(  u0 —  //2  ^(«-h  u-2  ) 
Enfin,  en  réunissant  nies  résultats  trouvés,  j'obtiens 
ttp(u)  -t-  b 


cosO  = 
cos0o = 


p ( u)  -+-  d 

zp(u0)-i-b 
p(a0)-f-c?: 


"0  =  f» 


•1/  —  •%  =  C0(h  —  "„  )  -+-  Gj  lo{ 


Ji //.  —  iij  )  tm  »0  +  ?/t) 

j(//0 —  »i )  ^(  n  -+-  ni  ) 

<f(u  —  Uj)  <f(u0-+-  us) 

*   j 1  «0  —  «2  )  3*  (  M  -t-  «2  )  ' 


....         -{Il  —Ml)  =M  "0  --  "1 
O0  =  C0|  M  —  U0)        G,  log  T-^ — 


3*1  U         ttj  1  ri  //„        Mj  I 
<  .  ,  l02 

3"|  »„  —   ir  ,  <   7<  Il  II  ,  i 
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Su/-  la  représentation  analytique  des  figures  planes,  et  leur 
segmentation  :  par  M.  C.-A.  Laisàht. 

I.  Lorsqu'on  représente,  en  coordonnées  cartésiennes,  une 
courbe  plane  par  une  équation  y  =f(x)  ou  'f(z,  y)  =  o,  il  y  a 
lieu,  pour  obtenir  tous  les  points  de  la  courbe,  de  faire  variera; 
de  — xà+x,  et  de  construire  les  valeurs  correspondantes  de 
l'ordonnée  y. 

Si,  pour  certaines  valeurs  de  x,  comprises  par  exemple  entre 
deux  limites  a  et  Jj,  les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  imagi- 
naires, on  est  dans  l'usage  de  dire  qu  il  n'y  a  aucun  point  de  la 
courbe  correspondant  à  ces  valeurs  de  x .  Mais,  au  point  de  vue 
analytique  et  si  l'on  veut  généraliser  entièrement  les  résultats  que 
fournit  l'Algèbre,  il  est  certain  que  cette  interprétation  n'est  pas 
complète  et  ne  saurait  satisfaire  entièrement  l'esprit. 

J'ai  eu  occasion  de  montrer  ailleurs  [Théorie  et  applications 
des  êquipollences,  Chap.  \  111)  que  cette  apparente  discontinuité 
peut  disparaître,  et  qu'à  toute  valeur  réelle  de  x,  on  peut  faire 
correspondre  un  point  de  la  courbe,  qui  se  complète  ainsi  par 
l'adjonction  de  branches  adjointes. 

Si  en  effet  nous  appelons  9  l'angle  des  axes  coordonnés,  toute 
position  d'un  point  M  de  la  courbe,  avant  pour  coordonnées 
réelles  x  et  y,  est  déterminée  par  l'équipollence 

Il  suffit  de  construire  cette  valeur  pour  toutes  les  valeurs  de  x, 
même  lorsque  y  devient  imaginaire,  pour  compléter  la  courbe 
comme  nous  venons  de  le  dire. 

Pour  abréger,  nous  n'en  développerons  ici  aucun  exemple, 
tout  en  recommandant  au  lecteur  de  faire  lui-même  cette  véri- 
fication sur  quelques  cas  simples  :  ellipse  (  —  +  -—  ==  i  )  pour  les 
valeurs  de  x  supérieures  à  -+-  a  ou  inférieures  à  —  a  ;  hyperbole 
—  —  '—  =  i  j  pour  les    valeurs   de  x   comprises    entre    —  «  et 

-+-  a  ;  parabole  (y2  =  2.px)  pour  les  valeurs  négatives  de  x.  '  les 
exercices,  pour  donner  <  1  c ^  résultats  intéressants,  doivenl  être 
généralemenl  traités  en  coordonnées  obliques. 


H.  Lorsque  I  équation  de  la  courbe  es!  donnée  sons  la  forme 
y  =  /i./i.  celte  valeur  de  y  peut  être  uniforme  ou  multiforme, 
c'est-à-dire  comporter  une  ou  plusieurs  déterminations.  Dans  ce 
dernier  cas,  rien  n'empêche  de  particulariser,  et  de  représenter 
seulement  une  partie  de  la  courbe,  en  ne  choisissant  qu'une  ou 
plusieurs  des  déterminations,  et  non  toutes.  Par  exemple,  en 
coordonnées  rectangulaires,  y  =  ^  a- —  x'1  représente  une  circon- 
férence, et  y  =  +  \  ci- —  x-  ne  représenterait  qu'une  demi-circon- 
férence seulement  (et  de  même  pour  y  =  —  \a-  —  x-).  Mais  de 
telles  restrictions  sont  contraires  à  l'esprit  de  généralisation  que 
comporte  l'Algèbre,  et  par  conséquent  ne  semblent  guère  recom- 
mandables. 

3.  Si  l'on  prend  la  représentation  d'une  courbe  en  coordon- 
nées polaires  p  =  /'(  to),  il  y  a  lieu,  pour  obtenir  tous  les  points 
réels,  et  nous  ne  nous  occupons  pour  l'instant  que  de  ceux-là,  de 
taire  varier  l'angle  polaire  co,  variable  indépendante,  tantôLdepuis 
—  oc  jusqu'à  -h  oo,  tantôt  d'une  circonférence  ou  d'une  fraction 
de  circonférence,  tantôt  d'un  nombre  entier,  plus  ou  moins  grand, 
de  circonférences. 

Il  est  à  remarquer  aussi  qu'un  point  quelconque  a  une  infinité 
d'angles  polaires  to  ±  2/.—,  et  non  pas  un  seul.  De  là  cette  consé- 
quence connue,  qu'une  même  courbe  peut  être  représentée  par 
diverses  équations,  et  aussi  qu'une  équation  donnée  peut  repré- 
senter non  pas  seulement  une  courbe,  mais  une  infinité  de  fois  la 
courbe,  quand  on  la  prend  dans  toute  sa  généralité.  Par  exemple, 

3  =  / pour  e  <T  1  représente  une  infinité  d'ellipses  super- 

1  1  —  e  cosu)  ri  '  ' 

posées  les  unes  aux  autres,  et  non  pas  une  ellipse  seulement. 

\.  Une  remarque  pareille  s'applique  à  la  représentation  des 
courbes,  soil  sous  forme  de  deux  équations  fournissant  les  valeurs 
des  coordonnées  en  fonction  d'un  paramètre  arbitraire,  soit,  plus 
généralement,  sous  tonne  d'équipollences. 

Ici.  la  variable  esl  précisémenl  ce  paramètre  arbitraire;  c'esl 
elle  qu'il  faut  taire  passer  par  toutes  les  valeurs  réelles  de  —  x  à 

/.  si  l'on  veul  conservera  l'Algèbre  la  généralité  qu'elle  doit 
avoir;  el  dès  [ors  le  résultai  géométrique  peut  être  très  différent, 
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suivant  le  choix  qui  aura  été  fait  de  ce  paramètre,  bien  que  le  ré- 
sultat de  L'élimination  paraisse  le  même. 

Ainsi,  en  coordonnées  rectangulaires,  le  système 

(  x  =  t , 

(2)  , 

/    r=--  \'i  —  t*-, 

ou  l'équipollence 

OM  =  t±  i\/i  —  t1 

représente  la  circonférence  de  centre  O  et  de  rayon  un,  plus  l'axe 
des  x  (branche  adjointe).  La   fonction  y.  ou   la  fonction  géomé- 
trique OM,  est  multiforme. 
Au  contraire,  le  système 

1    x  =  cos/. 
C  3  )  . 

/  y  =  sin  /, 

ou  l'équipollence 

OM  =  cos  /  —  i  >in  t 

représente  une  infinité  de  circonférences  superposées  les  unes  sur 
les  autres  et  pareilles  à  celle  indiquée  ci-dessus,  sans  aucune 
branche  adjointe  ;  et  la  valeur  OM  est  uniforme. 

Cependant,  le  résultat  de  l'élimination  de  t  est  toujours,  aussi 
bien  dans  le  système  (2)  que  dans  le  système  (3), 

X*-  -f-  y*  =  1 . 

Le  changement  de  variable  qu'on  peut  opérer  sur  le  paramètre 

arbitraire  a  donc  une  extrême  importance. 

Ces  conséquences  pourraient  paraître  un  peu  paradoxales  si 
l'on  ne  se  rappelait  qu'en  définitive  une  équipollence  OM  =  cp(i) 
ne  représente  pas  autre  chose  qu'une  transformation  de  figure, 
dont  l'une,  celle  parcourue  par  t,  est  précisément  l'origine  des  in- 
inclinaisons (ou  Taxe  des  x).  Quand  on  remplacera  t  par  une 
autre  variable  t{,  telle  que  t=  '^(^i),  l'équipollence  nouvelle 
OM=  a  ['l(t{  )]  =  -i|  (t{  )  pourra  donc  fort  bien  ne  pas  représenter 
exactement,  dans  toutes  ses  parties,  la  même  figure  que  pré- 
cédemment, puisque  c'est  (t  maintenant,  et  non  plus  /,  dont 
l'extrémité  doit  parcourir  l'axe  des  a?,  c'est-à-dire  le  champ  des 
quantités  réelles,   et  que  la  fonction  -j.,    n'est  plus  la  même  que  z. 

o.   Ce-,  remarques,   dune  importance  extrême  pour  arriverai! 
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luit  essentiel  que  nous  poursuivons  dans  coite  Note,  méritent 
d'être  appuyées,  pour  plus  de  clartéj  d'un  nouvel  exemple.  Soit 
une  hyperbole  ayant  pour  centre  l'origine,  et  pour  axes,  respec- 
tivement réel  et  imaginaire.  :>.a  et  ib. 

Elle  a  pour  équation,  en  coordonnées  rectangulaires, 

x-        r- 
(  4  )  -ï  —  Ti  =  '  ■ 

L'équipollence  de  la  courbe  peut  s'écrire 


(5)  OM  r- :  ai  ±  lb\JV-—  i. 

[ci,  la  valeur  de  OM  est  double  pour  chaque  valeur  de  t  ;  et,  si 
nous  faisons  varier  t  de  —  ce  à  —  i ,  et  de  -h  ï  à  +  oc,  nous  obte- 
nons tous  les  points  de  la  courbe.  Entre  t= — ï  et  t  =  +  i , 
l'équipollence  donne  des  points  sur  l'axe  des  x. 

11  semble  qu'on  peut  satisfaire  aussi  à  l'équation  de  la  courbe 
en  posant  /  =  Chw,  d'où  \b- —  i  =  Shu,  ce  qui  donne  l'équipol- 
lence 

(6)  <  »M  =  aChn  -+-  bShu. 

Or,  si  nous  prenons  cette  nouvelle  équipollence  et  si  nous  y 
faisons  varier  u  de  — ce  à  -h  oc,  nous  n'aurons  jamais  que  des  va- 
leurs positives  pour  Chw,  et,  par  conséquent,  nous  n'obtiendrons 
plus  que  la  moitié  de  la  courbe.  Toute  la  branche  répondant  aux 
./•  négralifs  sera  laissée  de  coté. 

On  voit,  par  ce  seul  exemple,  combien  il  est  indispensable, 
quand  on  écrit  l'équipollence  d'une  ligne,  de  bien  se  rendre 
compte  de  ce  que  cette  équipollence  représente.  Ce  peut  être  la 
ligne  en  question,  dépourvue  ou  munie  de  branches  adjointes;  ou 
bien  cette  ligne  superposée  plusieurs  fois  ou  une  infinité  de  fois 
à  elle-même  ;  OU  enfin,  comme  on  vient  de  le  voir,  une  partie 
seulement  de  la  ligne. 

(').  Les  observations  précédentes  qous  permettent  d'obtenir  très 
aisément  un  résultai  qui  semble  avoir  un  réel  intérêt  au  point  de 
vue  philosophique  :  c'est  la  possession  d'une  représentation  ana- 
lytique d'un   are,    limité    à    volonté,    (l'une    courbe    donnée    OU,   SI 

l'on  veut,  d'un  segment  de  celle  courbe. 
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En  effet,  l'équipollence  <!<•  la  courbe  étant  écrite  sous  Ja  forme 

(7)  OM  =/(«), 

considérons  un  arc  ou  segment  curviligne  MnM,,  compris  dans  la 
représentation  analytique  fournie  par  l'équipollence,  »i  tel  que 
OM0  réponde  à  la  valeur  /„  et  OM,  à  t{. 

Si  nous  changeons  de  variable,  en  remplaçant  /  par  t,  de  telle 
sorte  que,  lorsque  /  varie  de  /0  à  tt,  t  varie  de  — x  à  +  x.  et,  ré- 
ciproquement, les  conditions  requises  seront  satisfaites. 

On  v  arrive,  par  exemple,  en  écrivant 

2  2 

puisque  TIit  varie  de  —  i  à  +  i  quand  -  varie  de  —  x>  à  +  oo;  ou, 
plus  simplement  peut-être,  par  la  formule 

(9)  '=^£-  . 


L'équipollence  obtenue  par  la  substitution  de  cette  valeur  de  t 
dans  la  relation  (-),  c'est-à-dire 

(io)  OM  =  <p(x), 

représentera  donc   l'arc   limité  M0M,  lorsque  t  variera  de  — a;  à 
+  oo. 

C'est  à  ce  problème,  de  la  représentation  analytique  d'une 
partie  d'une  courbe,  que  nous  proposons  d'appliquer  le  mol  de 
segmentation. 

7.  Si  l'on  veut  représenter  toute  la  partie  d'une  courbe,  à  partir 
d'un  point  donné  M0  jusqu'au  delà  de  toute  limite,  ce  qui  don- 
nera, suivant  les  cas,  des  semi-branches  infinies,  il  faudra  que 


ou  bien  que 


pour  /  variant  de     to      à   -t-  », 

-  va  rit'       «le   —  v:   à   -H  oc, 

pçur   /  variant  de   — x  ;'i   /0. 

z  varie      de  —  m  à  •     x . 


On  obtiendra  ces  deux  résultats,  respectivement,  par  les  rela- 
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tions 

(il)  t  =  *<,-+-  e', 

,.  t=t0—  e-*. 

8.  Equipollence  d'un  segment  de  droite.  —  Soit  AB  un 
segment  rectiligne  donné.  L 'equipollence  de  la  droite  indéfinie 
peut  être  supposée  écrite 

OM  =  OA       «.AB, 
si  bien  que  A  correspond  à  t  =  o,  et  B  à  t  —  i . 

La  formule  (9)  nous  donnera  donc  /  =  —  — -»  et  l'équipollence 

du  segment  AB  sera 

OA  +  e^OB 

(i3\  OM= 

1  4-  eT 

9.  Equipollence  d'une  semi-droite.  —  La  semi-droite  AX, 
partant  de  A  dans  la  direction  AB,  a  pour  equipollence 

(14)  0M  =  OA-Hei\AB. 

La  semi-droite  AX',  de  sens  contraire,  est  représentée  par 

(i5)  OM  =  OA-e-TAB. 

C'est  ce  que  les  formules  (11)  et  (12)  font  ressortir  immédia- 
tement. 

10.  Equipollence  d'une  figure  polygonale.  —  Connaissant 
les  équipollences  de  plusieurs  segments  de  droites,  on  obtiendra 
L'équipollence  du  système  en  les  multipliant  les  unes  par  les 
autres,  après  avoir  rendu  le  second  membre  nul.  La  fonction 
OM  qui  détermine  un  point  de  la  figure  devient  alors  multi- 
forme. 

Ainsi,  l'équipollence  d'un  angle  ABC  dont  les  côtés  BA,  BC 
sont  limités  sera 

foM-0AH-*,0BV<Mi   oc-  pt-OR 


1       '-■       ]  \  1  -+-  e* 

on  peul  récrire  ;mssi.  en  prenant  le  sommet  I!  pour  origine, 

BM1_BAH-BCBM        liV.n.: 

1  4-  e*  1  1       eT  1- 
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On  formerait  de  même  l'équipollence  d'un  triangle,  d'un  poly- 
gone, avec  ou  sans  ses  diagonales,  enfin  d'une  figure  quelconque 
comprenant  des  segments  de  droites. 

11.  Équipollence  d'un  quadrant.  —  Nous  aurons  l'équipol- 
lence  du  premier  quadrant,  par  exemple,  de  la  circonférence  de 
centre  O  et  de  rayon  «,  en  écrivant 

OM  =  a  -J 
et  en  faisant  dans  la  formule  (9)  t0=  o,  tK  =  -,  ce  qui  donne,  par 
substitution  dans  l'équipollence  ci-dessus, 

JE         <-T 

(17)  OM  =  ai    l+e\ 

Les  deuxième,  troisième  et  quatrième  quadrants  auraient  res- 
pectivement pour  équipollences 


Il       px 

OM  = 

•       2    H-eT 

7Ï       eT 

OM  =- 

-     Clo 

7t       eT 

OM  =— 

,•      2    1  +  e1 

lu  S 

12.   Equipollence  d'une  rosace.  —  Nous  appelons  ici  rosace, 
en   général,  la   figure  obtenue  en   faisant  tourner  une  figure  F, 

autour  d'un  centre  O,  d'un  angle  — -  ?  puis  encore  d'un  angle  égal, 

et  ainsi  de  suite,  et  en  considérant  l'ensemble  des  n  figures  F,, 

F2,  . . .-,  Fn  ainsi  obtenues. 

Si 

0M=/(t)  =  T 

est  l'équipollence  de  la  figure  F,,  celles  des  figures  F2,  F:t,  ...,  Fn 
seront 

271 

OM  =  Ts", 

4-71 

OM  =  Ts"77", 


2  (  n  —  1 1 7t 

OM       Ts      "       . 


xvin. 
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(  >r.  les  coefficients  de  T  étant  justemenl  les  racines  niemes  de 
L'unité,  il  s'ensuit  que  nous  aurons,  en  faisant  le  produit  de  toutes 
ces  équipollences, 

(18)  (OM)«— T"=o. 

13.  Ces  exemples  nous  paraissent  suffisants  pour  bien  faire 
comprendre  l'esprit  de  la  méthode  représentative  que  nous  pro- 
posons.  Cette  méthode  permet,  étant  donnée  une  figure  plane, 
aussi  compliquée  que  l'on  voudra  et  composée  de  lignes,  d'ima- 
giner et  de  construire  une  équipollence  qui  représentera  exacte- 
ment toutes  les  parties  de  ce  dessin,  à  l'exclusion  de  toute 
autre. 

11  v  a  plus  ;  si  dans  un  dessin  il  se  trouve  des  lignes  de  forces 
différentes,  notre  notation  permet  encore  de  faire  ressortir  cette 
circonstance,  avec  toutes  les  nuances  qu'on  désirera.  Il  suffit  de 
considérer  comme  traits  du  premier  ordre  (ou  les  plus  fins)  ceux 
qui  sont  parcourus  une  seule  fois;  du  second  ordre,  ceux  qui  sont 
parcourus  deux  fois  ;  et  ainsi  de  suite.  Alors  toute  équipollence 
OM  —  T  =  o  d'une  figure  tracée  avec  un  trait  d'ordre  p  donnera 
lieu,  dans  l'équipollence  finale,  au  facteur  (OM  —  T)p. 

Comme  exemple  d'une  extrême  simplicité,  nous  représenterons 
la  figure  rectangulaire  ci-contre,  figurant  une  planchette  éclairée 


par  un  rayon  oblique  venant  d'en  haut  et  à  gauche. 

Si    a    est    la  base  et  l>  la  hauteur  du  rectangle,   nous    pourrons 
écrire  i  *  i 

il"'-     ,  - / 


(OM-J^X™-*-^™ 


ib 


i      et 


OM--A.)=o. 

i-f-  eT/ 


Il  sérail  également  possible,  el  c'est  par  cette  remarque  que 
nous  terminerons,  d'étendre  sans  plus  de  difficulté  ces  résultats  à 
l'espace,  en  prenant  l'équipollence  d  une  ligne  sous  la  forme 


OM      /</.. 
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OM  représentant  ici  un  vecteur,   et  en  suivant  une  marche  exacte- 
ment pareille  à  celle  que  nous  avons  indiquée. 

Par  exemple,  les  coordonnées  de  A  et  de  B  étant  ce,,  x-i,  xz  et 
y,,y2,jK3  l'équipollence  du  segment  AB  pourra  s'écrire 

OD,,  OD2,  OD3  étant  trois  lignes  de  longueur  égale  à  l'unité  diri- 
gées respectivement  suivant  les  axes  coordonnés. 


Sur  l'oscillation  de  la  vitesse  angulaire  dans  le  mouvement 
d'un  corps  solide  libre  ;  par  M.  G.  Koenigs. 

Soit  un  ellipsoïde  d'axes  2  a  >>  ib^>  2c,  que  nous  faisons  rouler 
sur  un  plan  P  situé  à  la  distance  h  de  son  centre,  tandis  que  ce 
centre  lui-même  reste  fixe  ;  supposons,  de  plus,  qu'à  chaque  in- 
stant la  vitesse  angulaire  soit  proportionnelle  au  diamètre  2R  de 
l'ellipsoïde  qui  passe  par  le  point  M  où  il  est  actuellement  tangent 
au  plan.  C'est  la  loi  de  Poinsot. 

Pour  que  le  mouvement  que  nous  considérons  soit  effective- 
ment celui  d'un  corps  solide,  il  faut  et  il  suffit  que  l'ellipsoïde 
puisse  être  un  ellipsoïde  d'inertie,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 


(i)  à<  = 


ly- 


On  sait  qu'une  des  conséquences  de  cette  inégalité, 'c'est  la  non- 
existence  des  points  d'inflexion  dans  l'herpolhodie. 

On  peut  faire  rouler  des  ellipsoïdes,  de  sorte  que  l'herpolhodie 
présente  des  points  d  inflexion  ;  mais  ces  ellipsoïdes  ne  sauraient, 
dans  ce  cas,  vérifier  l'inégalité  I,  ils  ne  sauraient  être  des  ellip- 
soïdes d'inertie. 

Une  autre  conséquence  de  l'inégalité  1  a  trait  à  la  varia- 
tion de  la  rotation  instantanée  autour  du  diamètre  du  point  de 
contact. 


132 
Soient 


a*^~'b*    '    c*  ~l: 


■r         .1  -    _     ' 

a*         b'+        c'*        h- 


les  équations  de  la  polhodie,  2R  le  diamètre  du  point  de  contact, 

R2  =x*+y*-ï-z*. 
On  tire  de  ces  équations 

— ^7 »s  =  -n (  à*  -+-  c2  )  -h  R2, 


(a2—  f2)(62— C2)  ^    aS£2 

d'où,  eu  égard  à  ce  que  a  >>  h  >>  c, 


(a2^-62)  +  R2; 


62c2 

_^_ (62+c2)+  R2  >o. 

a  -  c- 

— («2-f-  C2)  -r-  R2  <  (». 

'a*b* 

-f- (a» -+-  62)  -t-  R2  >  o. 

Il  est  clair  que  /<"-  est  compris  entre  a-  et  c2. 
Distinguons  deux  cas, 

h*  >  62        et         A2  <  &2, 

//-  >  b2.  —   Les   trois   inégalités   ci-dessus  se  réduisent   à   ces 
<Jeu\,  qui  entraînent  la  troisième, 

R'2<  R2<R'±. 
où 

R  -  —  a-  -+-  o1 . 

h- 

\{"i  —  a»_i_    !«_  a~'~ 
/i- 

Si   au   contraire    //-<  A-,   les    trois    inégalités   se  réduisent  à 
celles-ci 

S'*.        Rï  R*». 


—  Ki3  - 

ou 

b2c2 

h2 

On  voit  que  (R',  R")  dans  le  premier  cas,  et  (S',  R")  dans  le 
second  sont  les  limites  de  R.  Le  rapport  p  de  la  plus  petite  valeur 
de  la  vitesse  angulaire  à  la  plus  grande  sera  donc,  d'après  la  loi 
du  mouvement, 

R'  S' 

?  =  W.         ou  P  =  g, 

suivant  le  cas. 

Discutons  ces  deux  formules. 
On  a 


R'i  <<■-<■- 

a'2 -S-  c- — - 

h- 


P"1 


On  observe  que  h-  est,  dans  le  premier  cas,  compris  entre  a'2 

i  (i-  •  .   «2 —  b-         a2  „ 

et  6-  ;  donc  -, i  est  compris  entre  o  et  — r- —  >  — = c-  est 

A-  L  6-        a2 

a2//2  .,  ri  .      R'2 

compris  entre  +xet  — rx  —  c-,  et,  finalement,  -r-^  est  com- 

r  a'2  —  o-  «  - 

6* 

pris  entre  i  et  -r-rr r- — ; t—  • 

r  «262 — c2(  «2 — b2  ) 

Donc,  on  a,  dans  le  premier  cas, 


1>p2>  a2b2  —  c2(a2-b2)' 
Dans  le  second  cas,  A2<  62,  A2  est  compris  entre  b9  c(  c2 

b2c2 

ffi-t-  r2 

S'2  fï2 


R"2  2         q  ^  a2  c2  ' 

/<2 

S'2 

~^  est  compris  entre  les  valeurs  limites  que  l'on  obtient  en  fai- 
sant h'2  =  b2  et  h2  =  c2,  c'est-à-dire  entre  i  et  —r-j-z -— - — 77  • 

a1  b1 —  c-(a o-  ) 

Ainsi  l'on  a,  dans  tous  les  cas, 

1  >  P  >  -m r — ; — 7T-  • 

'  a-b- —  '■-(  a —  b2) 


L34  - 

6* 

Dans  tous  les  cas,  la  limite     ,.- ——, tt-,  peut  être  atteinte, 

a-b-  —  c-(  (t1  —  b2)  l 

ou  plu  loi  approchée  d'aussi  près  qu'on  le  voudra;  il  suffira  de 
choisir  //-  très  voisin  de  b2. 

Maintenant,  celte  limite  peut  être  généralement  rendue  aussi 
petite  qu'on  le  voudra  :  il  suffira,  a  étant  fixé,  par  exemple,  de 
prendre  b  et  c  suffisamment  petits.  Voilà  ce  cpii  se  passera  si  l'on 
fait  rouler  un  ellipsoïde  qu'on  pourra  choisir  arbitrairement. 

Dans  ce  cas,  le  rapport  de  la  plus  petite  rotation  à  la  plus 
grande  pourra  être  aussi  petit  qu'on  le  voudra;  et,  par  suite, 
dans  le  cours  d'une  révolution  de  l'ellipsoïde,  la  variation  de  la 
vitesse  angulaire  pourra  être  très  considérable. 

Mais,  si  l'on  se  borne  à  faire  rouler  des  ellipsoïdes  d'inertie,  il 
n'en  est  plus  de  même.  Il  %  a  lieu  de  tenir  compte  de  l'inégalité 

i         i  i 

c1         b1         <7- 

et  la  limite 


a2£2_c2(a*—  6*) 


ne  peut  plus  être  aussi  petite  que  l'on  veut. 
On  a,  en  effet,  en   vertu  de  1, 


a*  6* 

c2  > 


a8-+-  b- 


i\    IMI 


n-b-  o  <7 -  b* 

,r-  &î  _  cî(  as  _  ia  >  <  a9- 6* ~-n(o-  -  b* )  =  - 


6* 


6*  «i-hbï 


„2/y2_c2(a2_  1)2) 

On  a  donc 

2  b'*  a*--h  b* 

1  >  P     >    a262—  C2(a2—  62)    >         -2  «* 

el  cette  limite  elle-même  peul  être  obtenue  si  l'on  prend  juste- 
ment 

,,'lr 

(auquel  cas  le  corps  se  réduil  à  une  plaque  plane  située  dans  le 
plan  s     -  o). 
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Mais  on  a  aussi 


On  a  ainsi  toujours 


a--r-  h1        i         i    b-        i 


i>P2 


ce  qui  prouve  que  a  est  compris  entre  1  et  —  ou,  approximative- 

y/2 

ment,  ^. 

On  voit  donc  que  la  vitesse  angulaire  varie  entre  des  limites 
très  étroites,  et  que  sa  variation  maximum  n'atteint  pas  les  -^  ou 
le  tiers  de  sa  valeur  maximum. 

On  observera  même  que  la  limite  —  ne  peut  être  atteinte  que 

/a 

si  b,  et  par  suite  c,  sont  nuls.  Mais  on  peut  approcher  de  cette 
limite  aussi  près  qu'on  le  veut,  en  prenant  des  corps  dont  l'ellip- 
soïde d'inertie  ait  un  grand  axe  extrêmement  allongé,  et  en  impri- 
mant un  mouvement  initial,  tel  que  le  plan  sur  lequel  roule  l'el- 
lipsoïde soit  à  une  distance  de  son  centre  très  voisine  de  son 
demi-axe  moyen. 

Ces  considérations  ont  trouvé  une  application  dans  un  appareil 
que  nous  avons  fait  construire  et  qui  a  pour  objet  la  représenta- 
tion du  mouvement  d'un  corps  solide. 


Note.  —  J'ai  publié  en  1888,  dans  le  Bulletin,  un  théorème  concernant  la  sur- 
face de  Steiner.  J'ai  appris  depuis  que  M.  Lie  avait  déjà  démontré  ce  théorème 
dans  un  Recueil  norvégien,  trop  peu  connu  chez  nous,  Archiv  for  Mathematik 
og  Witurvidenskab,  publié  à  Christiana  depuis  1876,  Recueil  qui  contient  de 
nombreux  écrits  de  l'illustre  géomètre  norvégien,  consacrés  soit  à  des  portions 
variées  de  Géométrie,  soit  surtout  à  la  théorie  des  équations  différentielles  et  de 
leurs  transformations.  G.  K. 


Remarques  sur  la  méthode  des  périmètres  pour  calculer 
le  nombre  tz]  par  M.   Maurice   Fouché. 

La  méthode  des  périmètres  repose,  connue  on  sait,  sur  la  for- 
mule qui  fait  connaître  le  périmètre  d'un  polygone  régulier  inscrit 
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de  in  côtés  quand  on  connaît  celui  du  polygone  régulier  de/?  côtés 
inscrit  dans  la  même  circonférence.  Dans  la  plupart  des  Ouvrages 
de  Géométrie,  on  ne  fait  pas  observer  que  les  radicaux  superposés 
qui  figurent  dans  cette  formule  peuvent  être  séparés.  Cependant 
cette  circonstance  conduit  à  des  formules  plus  simples  et  plus 
symétriques  que  celles  qui  sont  communément  enseignées.  Du 
reste,  au  lieu  de  séparer  les  radicaux  de  la  formule  classique,  il  est 
préférable  d'obtenir  directement  la  formule  définitive  par  la  mé- 
thode suivante. 

Je  désignerai  en  général  par  c*  le  côté  du  polygone  régulier  de 
n  côtés  et  d'espèce  À'  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  /\  A  l'aide 
du  triangle  rectangle  qui  a  pour  hypoténuse  le  diamètre  et  pour 
hauteur  je*,  on  obtient  immédiatement 


(cî»)»H-(cî;*)«  =  4^, 


u  2  n  •  °  2  n     —  '  c  n  ) 


d'oi 


et 


c'in''  =  l  (vV2+  ïrck  "+-  S/a  r-'—irciî), 


c*„  =  i  (v//,ri_,_2/.c*  _  y/4 /■«—  zrc*), 

Pour  passer  au  périmètre  p,  il  suffira  de  multiplier  les  deux 
membres  par  in.  Nous  nous  bornerons  aux  polygones  de  première 
espèce,  et  nous  trouverons,  en  supprimant  l'indice  k, 

Pin  =  \inr  \^inr  -\- pn  —  \/inr  —  pn). 

Pour  le  périmètre  du  polygone  circonscrit,  on  aura,  a  désignant 
l'apothème, 


Pn        a"       fari—cn       )/$n*r* 


PÂ 


Le   radical   qui    figure   dans  cette  formule  est  le  produit  des 
deux  précédents. 

Si  l'on  suppose  /•  =  i ,  les  formules  deviennent 


\/4n*-pn 

'  '  I  Ptn  =  y/a/J  (yA n  -i-  pn  —  y/a/l       p„  ). 
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Ces  formules  peuvent  encore  être  notablement  simplifiées  ;  l;i 
relation  (2)  peut  s'écrire 

ip„ 

Pm  =         ,  

i    /      ,     P"         a    /  P" 

4  /  I  4- 1-4/  \—£— 

Si  alors  on  pose 


on  aura 

(3)  F  =  fa'^"' 

1  n         yn 


'•n^^  h*« 


d'où  résulte  la  suite  des  calculs. 

On  peut  aussi  se  proposer  de  calculer  <x2fl  et  (32«  en  fonction  de 
an  et  fin.  On  aura 


.    /       ,      Pin  n  .    /  Pin 

ou,  d'après  (4), 


^=^/i- 


Mais,  d'après  les  valeurs  de  a  et  fi, 

p,i  _  <*?,,  —  H 


in 
Donc 


/        a„—  p„  Q  /         a„  —  [3„ 

Il  résulte  de  la  formule  (4),  où  le  premier  membre  tend  vers 


■ —  »  que 

1T.         i 


1  [     a„+  p„  a2«-+-  p2«  a4„-h  p4 „ 

=  uni 


271  /?«  2  2  2 

ce  qui  permet  de  trouver  une  infinité  de  développements  de  tz  en 
produits  infinis.  Si,  par  exemple,  on  part  du  diamètre 

n  =  2,        pt  —  4,         a,  =  v/2,         ^2  ==  o, 
on  arrivera  au  théorème  suivant  : 

Considérons  une  suile  de  nombres  commençant  par  0  <'t  y/2, 
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el  tels  que  chaque  groupe  de  deux  se  calcule  au  moyen  du  groupe 
précédent  par  les  formules 


le  produit  des  inverses  des  moyennes  arithmétiques  des  nombres 
de  chaque  groupe  tendra  vers  -  •  Si  Ton  fait  le  calcul,  on  retrouve. 
après  quelques  transformations  faciles,  la  formule  connue 

-  2  1  1 


^  ^+/5   \/a+^  +  /â 


aSw/'  la  surface  d'un  polygone  régulier. 

A  propos  des  polygones  réguliers,  je  ferai  observer  la  formule 
suivante,  qui  paraît  peu  connue  et  qui  donne  la  surface  d'un  po- 
lygone régulier  de  n  côtés  en  fonction  du  côté  du  polygone  régu- 
lier de  n  côtés  d'espèce  double.  Il  suffit,  pour  l'obtenir,  de 
prendre  pour  hauteur  du  triangle  élémentaire  celle  qui  tombe  sur 
l'un  des  rayons  et  qui  est  égale  à  5  c^A,  si  k  est  l'espèce  dupolygone 
considéré.  On  trouve  ainsi  immédiatement 


Note  sur  le  cercle  de  Joachimstahl ;  par  M.  Béghin. 

Si  d'un  point  P  l'on  mène  les  quatre  normales  à  une  ellipse  et 
que  l'on  considère  l'intersection  des  quatre  cercles  de  Joachim- 
stahl avec  l'hyperbole  équilatère  qui  passe  par  les  pieds  de  ces 
normales,  mi  obtient,  en  dehors  des  pieds  de  ces  quatre  nor- 
males, quatre  autres  points,  situés  sur  une  ellipse  de  forme  in- 
variable. ;i\;nil  son  centre  au  point  P.  et  ses  a\es  parallèles  à  ceux 
de  l'ellipse  donnée. 

Soient  y..  (3  les  coordonnées  du  poinl  P,  et 

1      " 
I  équal ion  de  I  ellipse. 
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Un  point  quelconque  de  l'hyperbole  équilatère  peut  être  repré- 
senté par  les  équations 


«2a 

x  = 


(0 


a2-}-  t 

y  ~    62  +   t 

Les  pieds  des  normales  sont  déterminés  par 

«2a2  62(32  -/(O 


(a*-M)2    '    (b*+t)*  (a2-+-«)2(62-H<)2 


Désignons  par  £,,  £2>  ^3?  ^  les  quatre  racines  de  cette  équation. 
par  Aj,  Ao,  A3,  A-,  les  points  correspondants,  et  par  0,  la  valeur 
de  t  relative  au  quatrième  point  d'intersection  B,  du  cercle  pas- 
sant par  A2,  A3,  A,.  Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  AtBt 
doit  être  l'inverse  de  celui  de  A3A4  ;  en  effet,  ces  deux  droites 
sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  l'hyperbole,  puisqu'elles 
joignent  quatre  points  situés  sur  une  circonférence.  Nous  avons 
donc  la  condition 

6*ft2  (a2 -h  t,)(a* -s-  h){a*- -+-  tk)( a2 -+-  8Q  _ 

OU 

*»P*  /(-«')  (6'-+-<i)(aa-Mi) 
a*a2  /(-fis)  (a«H-*1)(fc«-+.eI) 

en  tenant  compte  de  l'équation  (i). 
Or 

fi  —  a'2)  =  —  a2*2^. 

/<—  62)    =—  62^ci; 

f)  est  donc  donné  en  fonction  de  t  par 

6«(q»+9)  _  q»(&»-+-0) 

rt2-f-  £  62-r-  / 

d'où 


=  ', 


—  6, 


-+- 1       6*  \rt2  —  0 

~^rt  —  „i  (/j-2-4-0 
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et,  en  transportant  ces  valeurs  dans  (i),  on  obtient 

<  lette  équation  donne  les  quatre  valeurs  de  9  relatives  aux  points 
15,,  Bo.  B3,  B.s.  On  voit  qu'ils  sont  situés  sur  l'ellipse 

ayant   son  centre  au   point  P(a,   JiJ)  et  avant   pour  demi-axes  — 


Expression  du  produit  des  coefficients  du  binôme  ; 
par  M.  C.-A.  Laisànt. 

Les  coefficients  du  développement  (i  -{- x)n  sont,  à  l'exception 
des  deux  extrêmes,  c0  =  i,  cn  =  i,  représentés  parles  expres- 
sions 


!i  i 


i  !  (  n  —  i)  !   2  !  (  »  —  a )  !  (  n  —  i )  !  i 

Le  produit  de  tous  les  coefficients  de  ce  développement  est 
donc 

p  (n!)"-' 


[i  !■.>.!..  .i  n  —  i  )!]* 
Le  numérateur  peut  s'écrire 

2«-i#3#*-i#£»-i  . .  .(n  —  i  i"-i.«"-i. 

cl  le  dénominateur 

•>.-"-4.32'i-G.42"-8. .  .(n  — 1 12. 
Par  conséquent, 

ou,  en  groupant  les  termes  qui  ont  des  exposants  égaux  el  de 
signes  i  ontraires, 


"« =(".)"  '(—n^py- 


—  lil  — 

Si  n  est  pair,  le  dernier  l'acteur  a  pour  exposant  L'unité  et  est  égal  à 


n 

— i-  i 

2 


;  si  //  est  impair,  ce  dernier  facteur,  égal  à  l'unité,   a    pour 


exposant  zéro. 

Dans  ce  dernier  cas,  il  est  évident  que  PH  est  un  carré. 

Par  exemple,   le  produit  des  coefficients  de  (i  +  /?)6,  ou  i,    6, 

i5,  20,  i5,  6,  i  est  égal  à  (-)    (-)    (-J. 

Le  produit  des  coefficients  i ,  j,  21,  35,  35,  21,  7,  1  de  (1  -+-  n)1 
est 

(?)•(!)'«)■ 

Il  résulte  de  l'expression  même  de  P„  que  l'on  a,  pour  le  rap- 
port des  deux  produits  se  rapportant  à  des  puissances  consécu- 
tives, 

P„  n! 


Propriété  des  surfaces  algébriques;  par  M.  C.-A.  Laisakt. 

(Séance   du   \    décembre  1889.) 

Dans  lune  des  dernières  séances  de  la  Société  mathématique, 
M.  Fouret,  après  avoir  donné  une  démonstration  fort  simple 
d'un  beau  théorème  sur  l'élimination  dû  à  Liou ville,  en  a  déduit, 
à  l'aide  de  considérations  empruntées  à  la  Mécanique,  une  pro- 
priété générale  de  toutes  les  courbes  algébriques,  dont  M.  Humbert 
avait  fait  antérieurement  l'objet  d'une  Communication,  et  que  l'on 
peut  énoncer  ainsi  : 

Le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  des  normales 
menées  de  chacun  de  ces  points  à  une  courbe  algébrique  soit 
constante  est  une  conique. 

Lorsqu'on  fait  varier  la  somme  donnée,  les  coniques  obtenues 
restent  concentriques  et  homo thé tiques . 
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Le  centre  commun  de  toutes  ces  coniques  est  un  point  remar- 
quable du  plan  de  la  courbe;  il  jouit  de  cette  propriété,  que  la 
somme  des  carrés  des  normales  qu'on  peut  mener  de  ce  point 
à  lu  courbe  est  minimum. 

Une  propriété  tout  à  fait  semblable  a,  paraît-il,  été  élablie  par 
M.  Humbert  pour  les  surfaces  algébriques,  au  moyen  d'artifices 
ingénieux  qui  évitent  les  calculs  très  compliqués  auxquels  la 
question  semble  au  premier  abord  devoir  conduire. 

Le  but  de  la  présente  Note  est  de  démontrer  cette  remarquable 
propriété  des  surfaces  algébriques  par  un  procédé  purement  ana- 
lytique, sans  recourir  à  aucune  considération  étrangère  à  la  ques- 
tion elle-même. 

Pour  v  parvenir,  je  rappellerai  tout  d'abord  la  proposition  sui- 
vante, relative  à  la  théorie  de  l'élimination  : 

Si  Von  a.  outre  plusieurs  inconnues,  en  nombre  quelconque 
./.),  g,  t,  a,...,  plusieurs  équations,  en  nombre  inférieur  à 
celui  des  inconnues, 

/iO,J,~,  /,  «,  ...)  =  o, 
fï(x,y,z,t,  u, ...)  =  o, 


//'0>J'>  z,t,u,...)=  o, 


et  si  l'on  suppose  que  les  degrés  de  ces  équations,  par  rapport 
à  l'emsemble  des  inconnues  (et  non  pas  seulement  à  telles  ou 
telles  d'entre,  ces  inconnues)  soient  respectivement  n{,  n2,  •  .  -, 
n p,  le  degré  de  l'équation  finale,  tpar  rapport  à  Vensemble 
îles  inconnues  restantes,  lorsqii'on  éliminera  p  —  i  des  incon- 
nues, sera  au  plus  égal  à  nKn^  . . .  np  (*). 

Cette  propriété  admise,  arrivons  à  la  question  géométrique  que 
nous  avons  en  vue.  Soit 

'u  f(*,y,z)  =  o 

l'équation  (rime  surface  algébrique. 

Considérons  un  point  M,  dont  les  coordonnées  soient  et,  (3,  y, 


''  t  M.  Fourel  ;i  donné,  il  j  ■>  quelques  années,  dans  le  Bulletin,  une  démon- 
stration il'-  ce  i  li ''•rcii  ic  baséi   -m  le  principe  de  correspondance  (  t .  II.  p.  127), 
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et  menons  par  ce  point  les  normales  à  la  surface.  On  voit  que  les 
points  d'incidence  de  ces  normales  seront  donnés  par  les  inter- 
sections communes  de  la  surface  (i)  et  des  surfaces  représentées 
par  les  équations 

t  .-,  \  J*    —    fy  Jx    —    f~ 

x  —  a        y  —  6  x  —  a         z  —  y 

Si  l'on  met  ces  équations  (2)  sous  forme  entière,  il  est  visible 
qu'elles  sont  du  même  degré  n  que  la  surface  (1),  soit,  en  général, 
par  rapport  à  chacune  des  lettres  x,  y,  s,  soit  par  rapport  à  V en- 
semble des  lettres  a?,  y,  z,  x.  (3,  v. 

Si  donc,  entre  ces  trois  équations  (1),  (2),  nous  éliminons^  et  2, 
par  exemple,  l'équation  résultante,  de  degré  /t3  en  x,  sera  également 
de  degré  ?i3  par  rapport  à  l'ensemble  des  lettres  x,  a,  (3,  y,  d'après 
la  propriété  énoncée  ci-dessus.  Nous  pouvons,  en  conséquence, 
l'écrire 

(  3  )  jf-+  F, (a,  p,  Y )•*•«'-» -f-  F,  (a,  p,  y  )**-*-+- .  •  •  =  o, 

F,,  F2,  .  .  .  représentant  des  fonctions  de  a,  (3,  y  dont  le  degré  est 
égal  à  l'indice. 

De  même,  l'élimination   de  z,  x,  puis  de  x,  r,  nous  donnerait 

(4)         y"+  o^a,  p,  yXt'-1-*-  G2(a,  p,  Y)rn,-2+  ■  •  •  =  o, 

I  5  »  ~«3  +  H,(a,  ^,  y)*»'-1-*-  H2(a,  p,  y)*"'"2  -+-...=  o. 

Ces  trois  équations  résolues  donneraient  les  coordonnées  des 
points  d'incidence  des  n3  normales  issues  du  point  M. 

La  somme  k2  des  carrés  des  distances  de  M  à  ces  n3  points 
d'incidence  est 

S[(a;-a)2H-0'-P)2+(*-Y)8] 
ou 

/i3(a2-^-  p2-t- y2  I  —  2ïS.r  —  i^Zy—  zyZz  ■+■  2a?2H-  Zy-->r-  Xz*. 

Or  les  équations  (3),  (4),  (5)  nous  montrent  qu'on  a 

Sa:  =  _F1(«,p,Y),         2^  =  -G1(a,p,Y)î         S<s  =-H1(a,  p,  T), 
Sa?2=F2-2F8  =  J2(a,p,Y), 
S^=L2(a,p,Y), 
S^  =  P2(a,p,v). 
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L'équation  du  lieu  du  poinl  M  est  donc 

n*{  2-2  -t-  p»-f-  -;2  )  _  2  a  F , ,  a.  3.  v  )  -4-  2  p  G,  (a,  p,  7  ) 


°(  -  »ïHI(a,p,Y)  +  Ji(aip,Y)-t-L1(a,pfY)+Pt(a,p,Y)  =  ^ 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  surface  du  second  ordre.  Lorsqu'on 
fait  varier  lé-,  le  centre  reste  invariable,  de  même  que  les  direc- 
tions et  les  rapports  mutuels  des  axes. 

Si  nous  écrivons  l'équation  de  cette  surface  sous  la  forme 

(7)  S,(a,p,Y)  =  *», 

et  si  a„,  j„.  y„  représentent  les  coordonnées  du  centre,  il  est  clair 
que  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  des  normales,  qui  corres- 
pond précisément  à  ce  centre,  est 

S2(*0,  Po,  ïo)- 

Ainsi  se  trouve  établie,  par  une  analyse  bien  simple,  la  propo- 
sition suivante,  relative  aux  surfaces  algébriques  : 

Le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  des  normales 
menées  de  chacun  de  ces  points  à  une  surface  algébrique  soit 
constante  est  une  surface  du  second  ordre. 

Lorsqu'on  fait  varier  la  somme  donnée,  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  obtenues  restent  concentriques  et  homothétiques. 

Le  centre  commun  de  toutes  ces  surfaces  jouit  de  cette  pro- 
priété, que  la  somme  des  carrés  des  normales  qu'on  peut  mener 
de  ce  point  à  la  surface  algébrique  est  minimum. 

Il  serait  intéressant  d'étudier  les  particularités  diminuant  le 
nombre  //:!  des  normales  qu'on  peut  mener  à  la  surface  d'un  point 
quelconque.  J'ai  voulu  me  borner,  dans  celte  Note,  à  l'examen  de 
la  propriété  générale. 
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Nature  des  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré; 
par  M.   Félix  Lucas. 

Prenons  l'équation  du  quatrième  degré  sous  la  forme 
(i)  az'<-^  îbz*-^-  6cz2-h  ïdz  -+-  e  =  o. 

En  identifiant  son  premier  membre  avec  celui  de  l'équation 

(•2)  rt(=2-f-  imz  -+-  /i)(~2-H  ipz  -\-q)  =  o 

et  posant 

(3)  n  -+-  q  —  2 mp  =  G ). . 

on  obtient  les  cinq  équations 

ib 


(4) 


m  -h  p 
<     n  -T-  q 


M»  = A  . 

a 

c 
nq  —  -» 


entre  lesquelles  on  peut  éliminer  facilement  les  auxiliaires  />/,  //, 
/>,  ^.  On  trouve  ainsi  la  résolvante  du  troisième  degré  en  A,  à  la- 
quelle on  peut  donner  Tune  ou  l'autre  des  formes  suivantes 

a  b  c  —  2  a  À  [ 

(5)  b  c  —  a  i.  d  i  =  o, 

c  -+-  2  a  À  <7  '' 

rt  A     c 

A  c     d 


(5') 


\  aï  À:t  —  a  (  «e  —  4  bel  +  3  c2  )X 


d 


(6) 


Posons,  pour  simplifier  les  écritures  qui  vont  suivre, 

\  a-  P  =  —  (  ae  —  4  6rf  -+-  3  c  -  i, 
\  a    b     t 


4a»Q  =5     c     rf 

I    c     e    ./' 


=  <7r^  -f-  %bcd  —  adi —  eb1  — 


L'équation  résolvante  deviendra 


i  7  i 


PX-+-Q  =  o. 


XVIII. 


-  U6  - 

Elle  admel   trois  racines  a'.  a",  a'',  au  moyen  desquelles  on  peut 
tonner  les  si\  rapports 

X'       À"       À"       X"       X'"       X' 

A  A  A  /  A  A 

Ct  (jni  satisfont  à  la  relation 

(9)  X '-+- 1"  -h  "/.'"=  o. 

Si  l'on  désigne  un  quelconque  de*  six  rapports  (le  premier,  par 
exemple)  par  /•.  le  système  de  ces  rapports  peut  s'écrire 

1  1  1-4-  /•  r 

fio)  r,     -> >     —([-+-/■). 1 • 

/•  i  ■+-  r  r  1-4-  r 

Leur  produit  est  égal  à  1,  et  leur  somme  est  égale  à  —  3.  Ce  sys- 
tème de  rapports  n'est  pas  modifié  si  l'on  change  /■  soit  en  -1  soit 

en  — (  1  -*-/>;   il  en   résulte  que  les  six  rapports  sont  les  racines 
de  l'équation 

(il)       r6  -r-  3  r5  H-  (H  -+-  3  >  /•'•  -r-  (  2H  4-  1  1  r3  -+-  (  II  -H  3  i;'2+3/'-i-i  =  o, 
qui  peul  ainsi  s'écrire  sous  les  deux  formes  suivantes  : 

1  1  r  bis)         [>(i  -t-r)]5-+-  H[r(n-r)]*-f-  3[r(i-+-  r)]  +1  =  0, 

(1 1  ter)  (  r-  -4-  r  -t- 1  )*  -h  (  H  —  3)rs(i  -+-  r)2  =  o, 

et  dans  laquelle  entre  un   paramètre  11   à  déterminer.  Or  l'équa- 
tion (i  1  bis)  donne 

On  a,  d'autre  part,   par  l'équation  (7),   en  tenant  compte  de  (9), 
.13)  ():  =  a'a ■■/.'''(_  +  r_:_  )   =H-3. 

Cela  posé,  désignons  par  z,,  s2,  s3,  s4  les  racines  de  l'équa- 
tion in;  nous  aurons,  d'après  les  formules  1  2  )  el  (  3),  pour  valeurs 
des  trois  racines  de  la  résolvante, 

i\  À     =^   Z  \  Z\         Z  t  Z^  —  O   —  y 
(I 

1  I  .  •     \  X  C]  ;.,  S]  33         (i 

a 

.  c 
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Les  six  rapports  anharmoniques  des  racines  de  l'équation  |  i  i 
peuvent  s'exprimer  très  simplement  au  moyen  de  ces  trois  racines. 
Il  est,  de  plus,  à  remarquer  que  ces  six  valeurs  correspondent  une 
à  une  avec  celles  des  six  rapports  (8);  on  a.  par  exemple,  <'n  re- 
gard de 

_  X' 

—  à" 
le  rapport  anharmonique 

_   À'— À'"  _  ir  -+-  i 

La  corrélation  des  /•  el  des  p  s'exprime  par  l'équation  homogra- 
phique 
(i5j  p/'-+-2p  —  i.r  —  î  =  o. 

La  formule  (i3)  et  l'équation  (i  î  ter)  donnent 

P*  (  rn-  -f-  r  -r- 1  ):! 


(16) 


Q2  r*(n-r)a    ' 


i  2  p  —  J 

en  remplaçant  r  par-' >  on  trouve 

1  l        2  —  p 

/,„,  p3  (p!-p  +  i)2 


Q2  '   ( p  -+-  l)2(  p  —  2  )"(  2  p  —  l)2 

On  sait  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  quantités  s  ne 
change  pas  si  Ton  remplace  ces  quantités  par  d'autres  avant  avec 
elles  la  relation  homographique 

(18)  qlzz'-\-  p,s  -+-  yz'-\-  S  =  o  ; 

s'il  s'agit  des  quatre  racines  de  l'équation  (î),  leur  transformation 
peut  s'obtenir  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  en  z'  dans  le  premier 
membre  de  l'équation,  et  multipliant  ensuite  par  (ocz'-f-  [JV  pour 
ramener  à  la  forme  entière.  Le  résultat  serait  le  même  si,  dans  la 
forme 

(19)  CL8*-H  4  6~3  ?  "H  6c*»Ç*  +  4  rf-S  Ç3+  6  Ç*, 

on  remplaçait  s  par  — (yÇ  -+-  8)  et  Ç  par  a^+  (3,  en  faisant  en- 
suite Ç=i;  il  en  résulte  que  les  rapports  anharmoniques  0  sont 
des  invariants  absolus  de  la  forme  (19);  il  en  est  de  même,  par 

conséquent,  de  1  expression  ^—  el  des  rapports  /•  des  racines  de 
l'équation  résolvante. 
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Les  :->i\  valeurs  d'un  rapport  anharmonique 

ii  p  p  —  i 

P       '  —  P  '  '^  '     ?  —  •  P 

sont  toutes  réelles  ou  loules  imaginaires  :  la  condition  de  leur 
réalité  est  la  même  que  celle  de  la  réalité  des  /•  et,  par  conséquent, 
que  celle  de  la  réalité  des  A  (si  Q  n'est  pas  nul).  Lorsque  l'équa- 
tion donnée  (i)  du  quatrième  degré  a  ses  coefficients  réels,  la  con- 
dition de  réalité  des  rapports  anharmoniques  de  ses  quatre  ra- 
cines est 

(21)  4I>3^-27Q2<o. 

Or.  pour  que  les  rapports  anharmoniques  des  quatre  affixes  2(, 
z«.  z3.  :■;  soient  réels,  il  faut  et  il  suffit  que  les  points  racines  cor- 
respondants soient  en  ligne  droite  ou  soient  les  sommets  d'un 
quadrilatère  inscriptible  dans  une  circonférence. 

Cela  posé,  admettons  que  les  quatre  racines  de  l'équation  (1) 
soient  inégales.  Si  elles  sont  toutes  réelles,  elles  déterminent 
quatre  points  en  ligne  droite  sur  l'axe  des  x\  si  elles  sont  toutes 
imaginaires  (conjuguées  deux  à  deux),  elles  forment  un  trapèze 
isoscèle  inscriptible  dans  une  circonférence;  dans  les  deux  cas 
leurs  rapports  anharmoniques  sont  réels:  par  conséquent  l'iné- 
galité 

l2ii  41,:i-+-^7Q"i<o 

indique  (pie  les  racines  de  l'équation  (1)  sont  toutes  réelles  ou 
toutes  imaginaires. 

Inversement,  l'inégalité 

,  .ri}  j  ]'■■  .-  27QJ 

doit  indiquer  que  l'équation  a  deux  racines  réelles  et  deux  imagi- 
naires; dans  ce  cas,  en  effet,  les  quatre  racines  déterminent  les 
sommets  d'un  quadrilatère  qui  n'est  pas,  en  général,  inscriptible 
dans  mu'  circonférence.  Ce  quadrilatère  devient  inscriptible  s'il 
esl  bi rectangle;  les  rapports  anharmoniques  p  ainsi  que  les  rap- 
porls  /•  deviennent  alors  réels,  bien  que  deux  racines  de  l'é- 
quation /  restent  imaginaires  en  vertu  de  l'inégalité  (22).  Pour 
nu  il  m  soil  ainsi,   il   esl    nécessaire  que  I  équation   en  /.  ail   une 
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racine  nulle;  on  a  donc  (,)  =  o  et  V  >-  o  :  les  quatre  racines  z{,  cu. 
C3,  :■;  forment  alors  deux  couples  harmoniques. 

L'égalité 
(a3)  •  4I'3— a:Qi=  o 

représente  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation 
en  A  ait  deux  racines  égales;  les  formules  (i4)  indiquent  que  c'est 
également  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation 
donnée  <  1)  ait  deux  racines  égales. 


Sur   une  simplification  à    un   calcul   de  Lamé  relatif  à   un 
changement  de  variable  ;  par  M.  Maurice  Fouché. 

Dans  son  travail  sur  les  coordonnées  elliptiques,  Lamé  s'est 
trouvé  conduit  à  traiter  le  problème  général  suivant  : 

Si  l'on  remplace  les  coordonnées  rectangulaires  oc, y,  z  d'un 
point  de  l'espace  par  les  coordonnées  curvilignes  p.  p,,  p2  défi- 
nies au  moyen  des  trois  équations 

/  i.r.r.z)  =  ?. 
(1)  lfi(x,y,z)  =  pu 

'  f,(j\r,:.)  =  p„ 

qui  représentent  trois  surfaces  orthogonales,  et  si  \  est  une 
fonction  quelconque  de  jc,  y,  s,  on  propose  d'exprimer  la 
quantité 

y_  d*V       d*V       r/n 

dx-     '     dy-         dz- 

au  moyen  des  dérivées  par  rapport  ci  p,  pM  p2  des  trois  quan- 
tités h,  ht,  h-2  définies  par  les  équations 

<»  1*>=(£H$H£)".' 
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La  solution  qu'il  en  donne,  et  qui  se  trouve  reproduite  clans  Je 
Traite  de  Calcul  différentiel  de  -M.  Bertrand,  exige  une  série  de 
calculs  un  peu  longs.  Je  suis  parvenu  au  même  résultat  d'une  ma- 
nière beaucoup  plus  rapide,  qu'il  m'a  paru  intéressant  de  faire 
connaître,  d'autant  plus  que  cette  question,  dans  le  cas  particu- 
lier où  les  trois  surfaces  p,  p4,  p2  sont  des  quadriques  homofo- 
eales,  a  l'ait  partie  du  concours  d'agrégation  il  y  a  quelques  an- 
nées (j883). 

Je  rappellerai  d'abord  les  principaux  points  de  la  métbode  de 
Lamé. 

i"  Si  l'on  différentie  l'équation 

d\  _  d\  dp_        dX  dpi        dV  dp* 
dx         dp    dx        dpi    dx    '     dp-2   dx 

.  i  i  i    .•  d\       dV  .     c     .. 

et  les  équations  analogues  relatives  a  -j-  et  -^  ?  on  voit  tacitement 

que  A\   se  met  sous  la  forme 

,,        L*d*V        ,,  rf*V        ,,^'V       dV  A         dS  dV 

ofp2  api  dp2         dp  api     '  dpi 

de  sorte  qu'il  sufiit  de  calculer  les  expressions  Ap,  Ao , .  Ap2. 

2°   Pour  y  arriver,  on  commence  par  chercher  entre  -.-  ,  -r->  ••• 

1  (/./■     (7r 

el     ,  -j  -'".  -5  •  •  •  des  relations  qu'on  obtient  en  différentiant  tolale- 

ilp      dp  ' 

ment  les  équations  (i)  et  en  tenant  compte  de  ce  que  les  surfaces 
-i >n t  orthogonales.  On  arrive  ainsi  aux  équations 

,     dx       d'y  .     dv       dp  dz       d'j 

dp         dx  dp         dv  dp        </z 

el  deux  autres  analogues. 

3°  Si  maintenant  on  différentie  successivement  les  équations 
qui  expriment  que  les  surfaces  sont  orthogonales,  savoir 

d'y        (l'y,  d'y        d'y,  ll'y      d'y, 

-j-   -j-    ■+-   -f     -j-  ■+■  -f-    -j-   =  O 

d.r    il.r  dv     d\'  dz     dz 

el  deux  inities  analogues,  par  rapporl  à./,  r.  s,  el  si  Ton  remplace 

do 
dans  les  équations  résultantes  les  dérivées  -r-t  •  •  •  par  leurs  valeurs 
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lirées  de  (3),  on  obtient  le  résultat  remarquable 

d  d?i  ddp 

,  ..  7  ,      dx  , .       dx 

(4)  /'- — -, —  =  —  h\—j — ' 

dp  erp, 

avec  huit  autres  équations  qui  procèdent  de  celles -ci  par  les  per- 
mutations des  indices  ou  des  lettres  x:  )',  ;. 

4°  C'est  à  partir  de  ce  point  que  la  méthode  que  je  propose 
commence  à  différer  de  celle  de  Lamé.  Lamé  formait  des  équa- 
tions linéaires  contenant  les  trois  inconnues  As,  A(o,,  Ao2  :  je  vais 

calculer  directement  chacune  d'elles.  Si  l'on  considère  -/-  comme 

dx 


une  fonction  de  5,  c 

1  j    P  2 } 

on  aura 

d-  ? 

d^- 
dx 

d± 

dp            dx  dpl 

dp 
,    ddïd?i 

dx- 

~dp~ 

dx         i/pt     dx 

dp*     dx 

ou,  d'après  (4), 

d'2  p        dp 

dx 

d  dpi 
Ii-   dpi        dx 

ddp1 
h-    dp  *        dx 

dx-        dx 

dp 

h  ?    dx      dp 

h |    dx      dp 

On  aura  deux  équations  analogues  donnant  -=-£  et  -r-  :  en  ajoutant 
ces  trois  équations,  on  a  immédiatement 

_  i  dh?  _  i_  h2  dh\  _  i  A*   dh\ 
'         i.    dp         2  h  \    dp         i  h  \     dp 

ce  qui  est  le  résultat  cherché.  On  le  met  facilement  sous  la  forme 
habituelle.  On  a  successivement 

_        /i   dh         i    dh\         i    dhi'\ 
\h  dp        /'|    dp         hi    dp  / 

\p  =  h2  -~r  (  logA  —  logAi—  Iog/t2) 


et  enfin 


71  '' 

d  loe  ->— y- 

A  ,3   =  /i: : 


I5i  - 


( )n  aurait  de  même 


rfloj 


Ay,=    Ai 


h,  h 


<*Pi 


il  lot 


ip,  =  Af 


7/ A, 


rfp, 


<|ui  Mini  bien  le>  formules  de  Lamé. 


Méthode  d'approximation  pour  calculer  le  moment  d'inertie 
et  la  position  du  centre  de  gravité  d'une  aire  plane  ,•  par 
M.  Béghiw. 

On  emploie  généralement,  pour  faire  ces  calculs,  les  formules  de 
Thomas  Simpson,  dont  l'application  est  assez  pénible,  à  cause 
des  nombreuses  multiplications  qu'elles  nécessitent;  néanmoins, 
comme  elles  supposent  le  même  mode  de  division,  elles  peuvent 
présenter  des  avantages,  lorsque  la  courbe  proposée  n'est  pas 
tracée. 

.Mais,  lorsque  la  courbe  est  tracée,  ce  qui  est  le  cas  général,  et 
que  par  conséquent  la  mesure  des  segments  déterminés  par  des 


parallèles  à  L'axe  des  moments  ne  présente  aucune  difficulté,  on 
peu!  opérer  beaucoup  plus  simplement. 

L'aire    proposée    étanl    supposée    partagée  par  des   parallèles 
à    l'axe    \Y,    considérons   deux    parallèles   consécutives   a-ibi  et 


—   133  — 

Posons 

aibt  =  xt, 

et  désignons  parjj',  et  yl+t  leurs  distances  à  XY. 

Si  nous  assimilons  la  bande  at-6/a/+1 6,+1  à  un  trapèze,  son 
moment  d'inertie  sera  compris  enlre  ceux  des  deux  rectangles  qui 
ont  pour  hases,  l'un  .r,  et  l'autre  .f;+\  et  pour  hauteur  (yi+t  —  yi)> 
Étendons  à  chacun  d'eux  l'intégrale  double 

ffy*dxdy, 
nous  trouvons 

et 

l(yf+l—  y?)*i+u 

Le  moment  d'inertie  du  trapèze  <v//>/^/+(  &/+i ,  qui  est  compris 
entre  ces  deux  valeurs,  est  sensiblement  égal  à 

i(^i-rn — - — > 

et  nous  aurons,  pour  le  moment  cherché, 

0 

Assujettissons  maintenant  le  mode  de  division  à  être  tel  que 
les  ordonnées  successives  soient  les  racines  cubiques  de  nombres 
en  progression  arithmétique  de  raison  A;  nous  aurons 


A  "V  -tv-m  -+-  ri  __  ^ 
3  Zd  i  ~  3 


Une  méthode  analogue  peut  évidemment  s'appliquer  aux  cen- 
tres de  gravité  ;  U  désignant  l'aire  de  la  courbe  proposée,  H  la 
dislance  de  son  centre  de  gravité  à  l'axe  des  moments,  nous 
avons 

m  =  ffydxdy, 

et,  pour  le  trapèze  <7,7>,<7,+  ,  bi+]. 

'  /„,,  ,     Xi-+-Xi+i 

~(yf+l-yr) — 5— 


-   loi 

On   prendra    pour   ordonnées  successives   les  racines  carrées  de 
nombres  en  progression  arithmétique,  el  l'on  aura 


11  est  essentiel  de  remarquer  que  chacune  de  ces  deux  échelles 
peut  être  faite  une  fois  pour  toutes  sur  du  papier  à  calquer  que 
l'on  applique  sur  le  dessin.  Dès  lors  ce  calcul  ne  présente  pas 
plus  de  difficultés  que  celui  d'une  aire  plane. 


Sur  une  propriété  d'une  classe  de  courbes  algébriques; 
par  M.  W  eill. 

Etant  données  trois  courbes  «,.  co2,  w3  avant  pour  équations 

y'"  =  \.r/>. 
V»  =  BxP, 
y»'  =  Gxl>, 

un  triangle  U8C  se  déplace  de  manière  cjue  ses  sommets  soient 
situés  sur  la  première,  les  cotés  A 13  et  BC  étant  respectivement 
tangents  aux  deux  autres,  l'enveloppe  du  côté  AC  est  une  qua- 
trième courbe  to4  faisant  partie  du  même  système  ;  de  plus,  si 
d'un  point  A'  de  <ot  on  mène  une  tangente  A' G'  à  o)v,  puis  du 
point  C  une  tangente  G'B'  à  to3,  la  droite  V'B'  sera  tangente  à  w2  ; 
en  d'autres  termes,  on  peut  intervertir  les  sommets. 

Ce  théorème,  dune  démonstration  facile,  se  généralise  immé- 
diatement pour  une  ligne  polvgonale  d'un  nombre  quelconque  de 
sommets,  el  il  présente  une  analogie  complète  avec  le  théorème 
i\r  Poncelel  relatif  à  une  ligne  polygonale  inscrite  dans  une  co- 
nique et  dont  les  côtés  sonl  tangents  à  d'autres  coniques  faisant 
paiiie.  avec  la  première,  d'un  même  faisceau  linéaire. 
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Hayon  de  courbure  iV une  conique;  par  M.    V.   Mànwheim. 

Séance   du    7    mai  's:t"- 1 

Daus  une  intéressante  Communication,  qu'il  a  (aile  à  l'Aca- 
démie des  Sciences  dans  la  séance  du  i4  avril  1890,  M.  Fouret 
est  revenu  sur  ce  problème  : 

Déterminer  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique 
dont  on  connaît  la  tangente  en  ce  point  et  trois  autres  points. 

Les  curieuses  applicalions  qu'il  a  faites  de  la  solution  de  cette 
question  en  montrent  l'intérêt.  Ce  n'est  qu'incidemment,  et  à 
propos  d'une  de  ses  applications,  que  j'ai  donné  jadis  une  for- 
mule (')  résolvant  le  même  problème.  Je  vais  faire  connaître 
aujourd'hui  la  marche  que  j'avais  suivie  pour  y  arriver.  Je  déduirai 
de  ma  formule  celle  de  M.  Fouret  et  une  construction  extrême- 
ment simple. 

Soient  (Jig.  1)  m,  a,  b,  c  les  points  donnés  de  la  conique  C  et 
mt  la  tangente  en  m  à  cette  conique.  Désignons  par  s  et  t  les 
points  de  rencontre  de  cette  tangente  avec  ba  et  bc.  Appelons  u 
le  point  de  rencontre  de  ab  et  de  me. 

Menons  s' t'  parallèlement  à  st  et  à  une  distance  infiniment 
petite  de  cette  droite. 

En  vertu  du  théorème  de  Carnot  appliqué  à  la  conique  C  coupée 
par  les  côtés  du  triangle  s'hu,  on  a 

s' e.s' l.hm.  hc.ub.  ua  =  s'a.s'b.uc.  um  .ht die. 

Par  les  points  infiniment  voisins  e,  ni,  l  faisons  passer  une 
circonférence  de  cercle  qui  est  alors  le  cercle  oscillateur  de  C 
pour  le  point  ni. 

Désignons  par  i  le  point  où  celte  circonférence  rencontre  nie. 
on  a 

he.hl  =  km  du. 

Tenant  compte  de  cette  égalité  et  supposant  que  la  droite  s' t' 
')  Comptes  rendus  >dj  /'  Icade'mie  des  Sciences.    Séance  du  iâ  mars  is;V 
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soit  confondue  avec  v/,  la  relation  précédente  devient 

(0  sm   .mc.ub.ua  =  sa. sb.uc.um.mî. 

Le  même  triangle  s'hu  rencontre  l'ensemble  des  droites  am,  bc 

Vis.  .. 


el  donne,  en  vertu  du  théorème  de  Carnot, 

s'ff.s't'.  /un.  hc.ub.  ua  —  s'a.s'b.  u.c.  um  >hg,  ht' . 


h  m 


H,        /"/'  9111  .W/m  11-  II 

cinplaçant  -  —  par  —,  et  supposant  nue  la  droite  s  t  soit 

1  hg  '        unamc  »  '  ' 

confondue  avec  >v,  cette  dernière  relation  devient 


• 


s/n  .st  s'inima  .  /ne  ul> .  un  —  sa  ,sb.  U.C.  uni  -m  amC.  nit . 
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Divisant   terme   à  terme   la   relation  (i)  par  la    relation   (2),   il 

vient 

1  st.       sinamt 

mi       sm.nit  sinamc 

Appelons  p  le  rayon  de  courbure  de  C  en  m,  on  a 

mi  =  1?  sin  c/nt, 

portant  cette  valeur  dans  la  relation  précédente,  on  obtient 

1  st        sin  amt  sinc/nl 


(3) 

que  l'on  peut  écrire 

(4)  2 


■).  0         s  m.  ml 


tan  jî  cm/ 


larns  anit 


1  i 

s  m        mt 


C'est  la  relation  que  j'ai  donnée  en  1870. 

Il  est  facile  de  transformer  cette  expression  de  20  en  faisant 
usage  du  théorème  suivant,  que  j'ai  souvent  appliqué  et  que  je 
considère  comme  primordial. 

On  donne  {Jig.  a)  u/i  angle  de.  sommet  s  et  un  point  o  ;  on 

Fig.  ?. 


mène  de  ce  point  une  transversale  quelconque  qui  rencontre 
les  côtés  de  l'angle  aux  points  a  et  l>,  quelle  que  soit  cette 

transversale,  on  a 


(  —  -f-  —.  )  ~-r-  =  const.  (  '  1. 
\ao        00/  «in. vos 


\   Voir  niipii  Cours  de  t •cornet rie  descriptive,  .•'  édition,  p.   177. 
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Prenons  |  fis.  i)  l'angle  abc  coupé  par  les  deux  transversales  si 


el  /////.  on  a 


sm        //if  '    siu6/n/  me        mu  '    sinbmc 

OU 

i    \    sinbmt 


è-.-(±-é: 


ii  '    -in  bmc 

Portons    celle    valeur   dans   la    relation    (4)    et   rétablissons    les 
sinus  au  lieu  (les  tangentes,  on  a 

-in  mue  -in  hmc 


sittamt  ûnbmt  sine  m  t  [  — 


i 
mu 


qui  n'est  autre  que  la  relation  de  M.  Fouret  et  d'où  i!  a  déduit 
pour  ^  différentes  expressions  remarquables  par  leur  symétrie. 
Construisons  iz.  Pour  cela  reprenons  la  relation  (3),  que  l'on 

peut  écrire 


s  m  Dit 

ip. st  =  —. —    -  X  — sinamr. 

-m '•////        sinamt 


Élevons  au  point  ///  la  perpendiculaire  mf  à  me.  Cette  droite 
coupe  au  point  /'la  perpendiculaire  sfk  st.  On  a 

mf  = 


•  in  mfs        sin  cmt 

De  même,  en  élevant  respectivement   à   ma  et   mt  les   perpen- 
diculaires /»/."  et  //.",  on  a 

,  /ni 

mk  =  — 


sm  ami 

La  relation  précédente  peut  alors  s'écrire 

\p.st  =  mf.mksinamc      mf.mksinfmk, 

puisque  les  angles  amc,  fini,  sont  supplémentaires. 

Le  deuxième  membre  de  cette  égalité  donne  le  double  de  l'aire 
du  triangle  fmk.  Comme  ce  triangle  est  équivalent  à  sjt  dont  le 
double  de  l'aire  est  égal  à  si   -   mj\  on  a  alors 

)  ',  .Si       :  tt.  /H I '. 

ainsi 

m  j. 


—  159  — 

Il  suffit  donc  de  mener  la  droite  fk  pour  avoir  à  sa  rencontre 
avec  la  normale  en  m  à  C  (<■  point  j  qui  es/,  l'extrémité  du 
segment  mj,  dont  la  longueur  est  double  de  celle  du  rayon  de 
courbure  de  C  en  m. 

De  là  résulte  celte  propriété  :  quelle  rpie  soit  la  position  des 
points  a,  b,  e  sur  C,  les  droites  telles  que  fk  passent  par  le 
même  point  j . 

Voici  comment  on  peut  arriver  à  une  autre  construction  de  20  : 
Par  les  points  set  /  menons  respectivement  des  parallèles  à  am 
et  cm  ;  soit  o  le  point  de  rencontre  de  ces  droites  ;  on  a 

sin  sot.  ot        sin  anic.ot 
sintso  sinamt 

Mais,  en  abaissant  du  point  o  la  perpendiculaire  or  sur  mj, 
on  a 

/;//■  =  ot  sin  mto  =  ot  sin  cmt, 
donc 

sina/ne.  mr 


si 


sinamt. si n  cmt 
Portant  cette  valeur  de  st  dans  la  relation  (3),  on  obtient 


s  m  .mt  =  '2  0,  mr. 


Ainsi  les  points  y,  s,  r,  /  appartiennent  à  une  même  circon- 
férence ele  cercle. 

D'après  cela,  le  point  j  est  sur  lu  perpendiculaire  abaissée 
du  point  s  sur  la  droite  qui  joint  le  point  m  au  milieu  du  seg- 
ment rt. 

Cette  construction,  appliquée  au  cas  où  Von  donne  le  point  m 
d'une  hyperbole,  la  tangente  en  ce  point,  un  second  point  0  et 
les  directions  asymptotiques  ma,  me  fait  retrouver  la  construc- 
tion donnée  par  M.  Fouret  ('  ). 

Gomme  cela  arrive  souvent,  une  construction  obtenue  pour  un 
cas  particulier  conduit  à  une  construction  générale  \  c'est,  en 
effet,  la  construction  donnée  par  M.  Fouret  pour  une  hyperbole 
qui  m'a  suggéré  cette  seconde  construction  de  20  pour  une  co- 
nique quelconque. 

(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences.  Séance  du    m  avril  1890. 
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Comme  les  points  s  et  I  peuvent  èlre  trop  éloignés,  on  effectue 
alors  la  seconde  construction  de  20  en  emplo\ant  une  figure  sem- 
blable à  celle  qu'il  faudrait  tracer. 

Par  le  point  c  on  mène  la  parallèle  cs{  à  la  tangente  donnée 
////.  Du  point  sK  on  mène  s,o,  parallèlement  kam.  On  obtient///, 
à  la  rencontre  de  bin  et  de  es,  et  /•,  au  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  o,  sur  la  parallèle  ///,  r,  à  ////•.  Au  moyen  des  points  s{, 
/•,,  c  et  ///|,  on  détermine  j\ ,  comme  précédemment  on  a  con- 
struit y  à  l'aide  des  points  s,  r,  /.  ///  :  la  droite  bj\  rencontre  la 
normale  en  m  à  C  au  point  j. 

Le  point  h  est  ici,  en  effet,  le  centre  de  similitude  de  deux 
ligures  homothéliques. 

Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que  la  relation  (3)  peut  donner 
lieu  à  des  constructions  très  diverses  du  point  y  et  que  le  rappro- 
chement de  ces  constructions  peut  conduire  à  des  propriétés 
géométriques  nouvelles. 
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l'8h.        Appell.  Sur   la  chainette  sphérique XIII, 65 

I  8 h ",'.  Lagerborg  (M11*).  Sur  le  problème  du  mouvement  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  fixe XVIII,  1 18 


G.  —  Fonctions  hyperelliptiques,  abéliennes,  fuchsiennes. 

<  i  3  d.  PoiNCARÉ  (  M  .).  Sur    les  fonctions  8 Kl, 12g 

»;4d.        (iouRSAT.  Sur  la  réduction  des  intégrales  hyperelliptiques..       \lll.i'|> 

<i4d*.      Picard  (Em.).  Sur  la  réduction  du  nombre  des  périodes  des  intégrales 

abéliennes  et,    en    particulier,    dans    le    cas    des   courbes    du  second 

genre XI,  25 

<i4d*       Poincaré  fil).  Sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes..       Ml.i'î 

<.4d?       Picard  (Em.     Remarque  mm  la  réduction  des  intégrales  abéliennes  aui 

craies  elliptiques XII, i53 


—  «.)  — 

G4dy.  Vi'i'KLi ..  Sur  des  cas  de  réduction  des  fonctions  6  de  plusieurs  variables 
à  des  fonctions  0  d'un  nombre  moindre  de  variables \.  "* 

G  6b.  Picard  (Km.).  Sur  les  fonctions  hypcrfuchsiennes  provenant  des  séries 
hypergéométriques  de  deux  variables XV, 148 

G 6b.  Appell.  Exemples  de  fonctions  de  plusieurs  variables  admettant  un 
groupe  de  substitutions  linéaires  entières XIX,]  >.5 

G  6b*.  Picard  (Em.).  Sur  certaines  expressions  quadruplemcnt  pério- 
diques      XVII,  i3i 


H.—  Équations  différentielles  et  aux  différences  partielles;  équations  fonc 
tionnelles  ;  équations  aux  différences  finies  ;  suites  récurrentes. 

Il  1  a  Picard  (Em.).  Sur  le  théorème  général  relatif  à  l'existence  des  intégrales 
des  équations  différentielles  ordinaires XIX.  61 

H  1  h.  Fouret.  Sur  les  points  singuliers  des  équations  différentielles  à  deux 
variables,  du  premier  ordre  et  du  premier  degré XIX, 128 

H  2  a.  Laguerre.  Sur  la  recherche  du  facteur  d'intégrabilité  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre VI,  124 

II  2  a.  Picard  (Em.).  Sur  la  forme  des  intégrales  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  dans  le  voisinage  de  certains  points  critiques.  XII, 4^ 

II  2  ci.  Laguerre.  Sur  différentes  formes  que  l'on  peut  donner  à  l'intégrale  de 
l'équation  d'Euler III,  101 

II  2  co.  Ocagne  (M.  d').  Sur  les  isométriques  d'une  droite  par  rapporta  certains 
systèmes  de  courbes  planes XIII , 7 1 

H  2  d.  Turquan  (L.-V.).  Sur  l'intégration  de  quelques  équations  différen- 
tielles   III,  4« 

cl~  y       2  /  cly\2 
II  3  c        Laguerre.   Sur  l'intégration  de  l'équatio-n  y  -—• —  -  (  -j-  1    =  (if(x), 

f  étant  un  polynôme  du  second  degré \  1 .  121 

Haag.  Note  sur  une  classe  d'équations  différentielles VIII, 80 

Fabry.  Réductibilité  des  équations  différentielles  linéaires..        XVI,  i35 

Brioschi.  Sur  les  équations  différentielles  linéaires VII,  io5 

David.  Sur  une  transformation  de  l'équation  différentielle  linéaire  d'un 

ordre  quelconque XII, 36 

Jordan   (C).   Mémoire  sur  une  application  de  la  théorie  des  substitu- 
tions à  l'étude  des  équations  différentielles  linéaires II,  100 

GoURSAT.  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  du  quatrième  ordre 
dont    les    intégrales    vérifient    une    relation     homogène     du    second 

degré XI,  i/|4 

115a.       André   (D.).  Note   sur  les  développements    des    puissances  de  certaines 

fonctions VI,  120 

II  5  C.       Goursat.  Sur  l'intégration  de  quelques  équations  linéaires  au  moyen  de 

fonctions  doublement  périodiques XII  -O1' 

H5d^.    Humbert.  Sur  une  formule  de  M.  Hermite I\    i' 

II  5  f.        Humbert.  Sur  l'équation  hypergéomé trique VIII, 112 

11  5  g.       Humbert.  Sur  la  fonction  (a;  —  i)a IX  ,56 

Il5gz.     Poi.iGXAt:  (  C.  de).  Sur  une  propriété  du  polynôme  (x* —  1)".  III,  19 

H  5  g:*.     Catalan  (K.).  Propositions  et  questions  diverses XVI, 128 

II  5  j  x.      Laguerre.    Remarques   sur   les  équations    différentielles    linéaires    du 

second   on  lie \  III  .  '  ' 


Il  3c. 

Il  4c 

H4d. 

11  4  d. 

H  4  e. 

H  4  g. 

-   10  - 

II  8  a.  Lsmonnibb  (II.).  Intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  à  n  variables  indépendantes \  .  ia3 

H  8  a.  Anto.maiïi.  Remarques  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles         XIX ,  154 

119a.  Go.mes  Tbixbira  (F.).  Note  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  serond  ordre XVII.  12") 

II  10  da.  Aitell.  Sur  des  potentiels  conjugués XIX, 68 

II  12  d.  Lucas  (Ed.).  Sur  les  développements  en  séries  des  irrationnelles  du  second 
degré  et  de  leurs  logarithmes  népériens \ '.  17S 

11  12  d.  André  (D.).  Problème  sur  les  équations  génératrices  des  séries  récur- 
rentes    VI, 166 

M12d.     Ocagne  (  M.  d').  Sur  une  série  à  loi  alternée XII. 78 

II  12-d.      Ocagne  (  M.  D').  Sur  une  suite  récurrente XIV, 20 

H  12  d.  Presle  (  de).  Développement  du  quotient  de  deux  fonctions  holomorphes; 
théorie  des  séries  récurrentes XIX, n4 

II  12  d.     OCAGNE  (  M.  d').  Sur  les  suites  récurrentes '     XX,  121 


I.  —  Arithmétique  et  théorie  des  nombres:  Analyse  indéterminée;  théorie 

arithmétique  des  formes  et  des  fractions  continues;  division  du  cercle; 
nombres  complexes,  idéaux,  transcendants. 

II.  Alexéeff     (N.).    Sur    l'extraction     de    la    racine    carrée    d'un    nom- 

bre         VII, 167 

II.  Zeller.  Problema  duplex  calendarii  fondamentale XIr5g 

II.            Laisant    (C.-A.).   Sur    la   numération  factoriellc  ;  application  aux  per- 
mutations         XVI,  176 

I  1.  Weill.  Sur  la  racine  carrée  des  nombres XIV,  128 

II.             Stéphanos.   Sur   une   propriété  remarquable  des    nombres  incommensu- 
rables. (Fo//-D2b.) VII,  81 

Ile        Weill.  Théorème  d'Arithmétique IX,  172 

I2ba.      Laisant    (C.-V.).    Remarques    arithmétiques    sur    les     nombres    com- 
posés      XVI ,  1  jo 

I  2  c.        Laguerre.  Sur  quelques  théorèmes  d1  Vrithmétiquc 1,77 

I  2  c.        André  (D.).  Théorème  nouveau  sur  les  factoricllcs I,8/| 

I  2  c.        FR0L0V.  Egalités  à  deux  et  à  trois  degrés XX, 6g 

1 3  c.         Pellet    (A.-E.).    Sur    les    fonctions    réduites    suivant    un   module  pre- 
mier      XVII.  [56 

I  3  c.         PELLET    (  V.-K.).     Sur     la     réduction    des    fonctions    entières    algébri- 
ques   XIX, 48 

I  7  a.        Sanoery   (L.).   De    la    répartition    des    nombres    entre    les    diviseurs 
de  ç^M)  lorsque  M  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair 

ou  le  double  d'une  telle  puissance IV, 17 

I  7  c.        Pellet  (  A.-E.).  Sur  les  résidus  cubiques  et  biquadratiques,  suivant  un 

module  premier \  .  1  '<- 

110.         Laguerre.  Sur  la  partition  des  nombres V/76 

110.         Catalan    (E.).     Sur    quelques     théorèmes    d'Analyse    el     d'Arithmé- 
tique, il  oir  \  la) XX .  i" 

1 11  a.      Halphen.  Sur  une  formule  récurrente  concernant  les  sommes  des  divi- 
seurs des  nombres  entiers ^  ,  i58 


-  Il  - 

111  a.       Halphen.   Sur  les   sommes  des  diviseurs  des    nombres   entiers   et    les 

décompositions  en  deux  carrés VI,ng 

I  11  a.       Halphen.  Sur  diverses  formules  récurrentes  concernant  les  diviseurs  des 

nombres  entiers VI, 173 

Illa.       Catalan  (E.).  Propositions  et  questions  diverses.  (Voir  H  5  g<x.)      XVI, ra8 
1 11  a.        Pkrott.  Sur  une  proposition  empirique  énoncée  au  Bulletin.     XVII,  i55 
Illa.      Catalan    (E.).    Sur    quelques     théorèmes     d'Analyse    '■(     d'Arithmé- 
tique. (Voir  Alb.) \I\,i  J5 

I  11  a.      Lu;  le  r.  ni:.  Sur  quelques  théorèmes  d'  arithmétique.  1  Voir  1 2  c.  1  1,77 

117  a.       BerdejllÉ.     Démonstration     élémentaire     d'un     théorème     énoncé     par 

M.    E.    Catalan    :    Tout  multiple   de    8  est   la   somme  de  huit  carrés 

impairs XVII,  102 

1 17  a.       Catalan  (E.).   Extrait  d'une  lettre XVII, 2o5 

1 17  b.       Weill.  Sur  la  décomposition  d'un  nombre  en  quatre  carrés.         XIII, 28 
I  18  c.       Perott.  Sur  la  recherche  des  diviseurs  des  fonctions  entières.  X,a5o 

1 18  c      Poincaré     (IL).     Sur     la      représentation      des     nombres     par     les 

formes XIII,  162 

1 19  b.      Perrin  (R.).  Sur  l'équation  indéterminée  x3 +yl  =  z* XIII, ig4 

I  19  c.       Lucas    (Ed.).    Théorèmes   généraux    sur   l'impossibilité    des    équations 

cubiques  indéterminées VIII.  178 

I  20  a.       Erolov.  Égalités  à  deux  degrés XVII, 69 

I  25.          Lemoine  (  Lm.).  Sur  les  nombres  pseudo-symétriques XII.  iô.J 

125  a.       Halphen.    Sur  des   suites    de   fractions   analogues  à    la   suite    de    Fa- 

rey V.  17" 

I  25  a.       Lucas  (Ed.).  Sur  les  suites  de  Earey VI,  118 

125  a.       Ocagne  (.M.  d').  Sur  certaines  suites  de  fractions  irréductibles.  XIV, 9.3 

J.  —  Analyse  combinatoire;  Calcul  des  probabilités;  Calcul  des  variations 
théorie  générale  des  transformations  [en  laissant  de  côté  les  groupes 
de  Galois  (A),  les  groupes  de  substitutions  linéaires  (B)  et  les  groupes 
de    transformations    géométriques    (P)];    théorie    des    ensembles    de 
M.  Cantor. 

.1  1  ai.      André  (D.).  Sur  un  problème  d'Analyse  combinatoire \  ,i5o 

Jlai.      André  (D.).  Détermination  du  nombre  des  arrangements  complets  où 
des  éléments  consécutifs  satisfont  à  des  conditions  données.  VII,  \3 

J  la  a.       Laisant  (C.-A.).  Sur  deux  problèmes  de  permutations XIX,  io5 

Jlaa.       Laisant  (C.-A.).   Sur  la  numération  factorielle;   application    aux   per- 
mutations. (  loir  II) XVI,  176 

J  2b.         Weill.  Question  de  probabilité XIV, i58 

.1  2b-  Ocagne  (M.  d').  Intégration  d'une  suite  récurrente  qui  se  présente  dans 

une  question  de  probabilité XV .  1  j  > 

.1  2c  Delannoy.  Sur  la  durée  du  jeu XVI,  n\ 

.12e.  Laquière  (E.).  Démonstrations  élémentaires  des  lois  fondamentales  delà 

probabilité  des  écarts  dans  les  méthodes  expérimentales.  .  IX, 6g 

I  2f.  Lemoine  (E.-M.).  Sur  une  question  de  probabilités I,3g 

J  2f.  Halphen.  Sur  un  problème  de  probabilités I,aai 

I  2f.  Jordan  (C.  ).  Questions  de  probabilités 1,256 

.1  2f.  Jordan  (  C.  ).  Question  de  probabilité 1. 281 

I  2f.  Hienaymk.  Sur  une  question  de  probabilités H,i53 
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i  2f.         Laquière.  Rectification  d'une  formule  de  probabilité VIII, 74 

I  2  f.         Laquière.  Note  sur  un  problème  de  probabilité VIII, 79 

.1  2  f.  Lbmoine  (  Km.)  Quelques  questions  de  probabilités  résolues  géométrique- 
ment   XI,  io 

J  3.  Stahkoit  (  \.).  Sur   la  résolution  des   problèmes   géométriques    par  le 

Calcul  des  variations XIII,  i3a 

J  4  a  a.  Jordan  (C).  Sur  la  limite  de  transitivilé  des  groupes  non  alter- 
nés   I,4o 

J  4  a';.      JORDAN  (  C.  ).  Mémoire  sur  les  groupes  primitifs 1 ,  176 

J  4  b.  Polignac  (  C.  de).  Sur  la  représentation  analytique  des  substitu- 
tions   IX  ,5g 

I  4  d.        Jordan  (C).  Sur  une  classe  de  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans  les 

groupes  linéaires V,  170 

J  5.  Tannery  (P.).  Note  sur  la  théorie  des  ensembles MI, 90 

K.  —  Géométrie  et  Trigonométrie  élémentaires  (études  des  figures  formées 
de  droites,  plans,  cercles  et  sphères):  géométrie  du  point,  de  la  droite, 
du  plan,  du  cercle  et  de  la  sphère;  Géométrie  desci-iptive;  Perspective. 

K  le.  Lemoine  (Km.).  Quelques  propriétés  des  parallèles  et  des  antiparallèles 
aux  côtés  d'un  triangle XII, 72 

K  1  c.  Lemoine  (Km.).  Quelques  questions  se  rapportant  à  l'étude  des  antipa- 
rallèles des  cotés  d'un  triangle XIV,  107 

K  1  c.        Laisant  (C.-A.).  Sur  un  problème  de  Géométrie XX, 6") 

K  2  a.  Brocard  (II.).  Démonstration  de  la  proposition  de  Steiner  relative  à 
l'enveloppe  de  la  droite  de  Simpson I ,  ■>  •] 

K  2  a.        Brocard  (  11.  ).  Sur  l'enveloppe  de  la  droite  de  Simpson V,i8 

K  2  e.  Lemoine  (Km.).  Sur  une  transformation  relative  à  la  géométrie  du  tri- 
angle       XIX, i33 

K  2  e.        Lemoine  (Km.).  Sur  la  transformation  continue XIX, i36 

K  3  d.  AN  BILL.  Sur  un  triangle  dont  les  côtés  sont  exprimés  par  des  nombres 
entiers,  premiers  entre  eux,  et  dans  lequel  le  rapport  de  deux  angles 
est  un  nombre  entier X,5."> 

K  6.  Lemoine  (Eh.).  Des  systèmes  de  coordonnées  qui  déterminent  le  plus 
simplement  un  point  par  une  construction XVI,  162 

K  6  a.  Laisant  (C.-A.).  Sur  l'extension  de  la  géométrie  cartésienne  aux  figures 
imaginaires XIX, ag 

K  6b.  Lucas  (Kd.).  Formules  fondamentales  de  géométrie  tricirculaire  et  té- 
trasphérique V,  i3(i 

K  6b.  Laisant  (C.-A.).  Sur  la  représentation  analytique  des  figures  plains,  ,1 
leur  segmenta  lion XVIII,  rïi 

K  7  f.  Laisant  (C.-A.).  Note  sur  les  variations  du  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  dont  trois  sonl  li\es XVII,  169 

K  8  a.  Brocard  (IL).  Propriété  nouvelle  du  quadrilatère  et  du  tri- 
angle   ill,:is 

K  10  c  Fouché  (M.).  Remarque  sur  la  méthode  des  périmètres  pour  calculer 
le  nombre  71 XVIII, 1 35 

K  10  d.     Laouerre.  Mémoire  sur  la  géométrie  de  la  sphère I ,  >\  1 

K  10  e.     0<  IQN]   (M. d').  Sur  certaines  figures  tninima SU,  168 

K  10  e-  Chrystal.  Sur  le  problème  de  la  construction  du  cercle  minimum  ren- 
fermant n  points  donnés  d'un  plan XIII,  198 
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K  20  f.  Stéphanos.  Sur  la  relation  qui  existe  entre  le  problème  de  1  <•  Trigono- 
métrie sphérique  et  la  théorie  du  système  de  trois   formes  quadra 

tiques  binaires.  (  Voir  I'.  10  c  ) \  .  i.i'i 

K21aa    Lemoine  (Em.).  Application  de  la  géométrographie  à  l'examen  de  dî- 

verses  solutions  d'un  même  problême \\ ,  t3a 

K  21  b.     Brocard  (H.).   Note  sur   un  compas    trisecteur  propose    par   M.    Lai- 

sanl III , i  7 

K  21  b.     Perrin  (H.).  Note  sur  la  division  mécanique  de  l'angle....  IV, 85 
l'.21b.     Brocard  (H.).  Note  sur  la  division  mécanique  de  l'angle...  \  .  '| 3 
K  21  b.      Pellet  (  V.-E.  ).  Division  approximative  d'un  arc  de  cercle  dans  un  rap- 
port donné  à  l'aide  de  la  régie  et  du  compas XVI,  1 13 

K  22  a.  Hermary.  Solution  simple  d'un  problème  de  Géométrie  descriptive  élé- 
mentaire       VII, i38 

Iv22b.     Cahen.  Ombre  portée  par  un  tore  sur  lui-même I\  .s- 

K  22  b.     Cahen.  Note  sur  l'épure  du  conoïde IV, 88 

K22b.  Lebon(E.).  Sur  la  constructiou  delà  tangente  en  un  point  d'origine  de 
l'ombre  portée  sur  lui-même  par  un  cylindre  ou  un  cône  creux   du 

second  ordre XII,  177 

K  22  b.  Neu.  Nouvelle  construction  de  la  courbe  d'ombre  propre  d'une  surface 
de  révolution    et  de   la    tangente    en    un    point    quelconque  de  cette 

courbe XIV,  io3,  et  XV,. 33 

K23a.  Picquet.  Détermination  de  la  classe  de  la  courbe  enveloppe  des  axes 
des  coniques,  perspectives  sur  un  plan  vertical  de  cercles  de  rayons 
égaux  situés  dans  un  plan  vertical  et  dont  les  centres  sont  sur  une 
horizontale.  Construction  des  axes  de  ces  courbes VI, 82 

L'.  —  Coniques. 

L'  1  f.        Linde.manx.    Sur   une    représentation    géométrique   des    covariants    des 

formes  binaires V,n3,  et  VI,  ig5 

L' 2  C.        IIolst.    Sur   l'application   d'un  principe   de    la  théorie   des    fonctions    à 

des  recherches  purement  géométriques VIII, 5a 

Guijiaraës.  Sur  trois  normales  spéciales  à  l'ellipse XX, ig 

Laguerre.  Sur  quelques  théorèmes  de  Joachimsthal V,<j2 

Béghin.  Note  sur  le  cercle  de  Joachimsthal XVIII,  i38 

Laguerre.  Recherches  sur  les  normales  que  l'on  peut,  d'un  point  donné, 

mener  à  une  conique.  (  Voir  B7a) V,3o 

Mannheim  (A.).  Rayon  de  courbure  d'une  conique XVIII,  i55 

Schoute.    Aperçu  d'une   solution   géométrique   du    problème   suivant  : 
Trouver  le    lieu    des    centres    îles   hyperboles  équilatères  qui   ont   un 

contact  du  troisième  ordre  avec  une  parabole  donnée X,222 

L' 12  c     Laguerre.  Recherches  sur  les  normales  que  l'on  peut,  d'un  point  donné, 

mener  à  une  conique.  (  Voir  B  7  a) V,3o 

L'14a.     Lucas  (F.).  Sur  les  polygones  inscrits  dans  les  coniques  ....  XX, 33 

L'19a.     Laguerre.  Sur  quelques  propriétés  des  coniques  homofocales.        VII, 66 

L-.  —  Quadriques. 

L'2c.       Pistoye    (de).    Sur    les    sections    planes   des   cônes   circulaires   obli 

ques 1 . 1 1 7 


L 

'5a. 

L 

'5b. 

L 

'5b. 

L 

'5  b. 

L 

'6  a. 

L 

'10  b 

—  M 

l.-7c       Bobbk(K.).  Hemai'(|ne  sur  la  ligne  < ) c  striction  de  l'hyperboloïde  à  une 

nappe \1 .  i  i '< 

1.10  e.     Huubert.  Sur  les  surfaces  homofocales  du  second  ordre XIII, g5 

L-lla.  IIumblrt.  Sur  la  détermination  des  axes  de  l'indicatrice  ou  un  point 
d'une  surface  du  second  ordre XIII .  i  \  • 

L'11  c  Laouerre.  Sur  les  lignes  de  courbure  >\r>  surfaces  du  second 
ordre \  .  •  \ 

I.  12  c  Laouerre.  Sur  le-  courbes  gauches  el  sur  la  valeur  de  la  torsion  en  un 
point  d'une  ligne  géodésique  tracée  sur  une  surface  du  second 
ordre IV,i6o 

1.13  a-  Halphen.  Sur  les  courbes  tracées  sur  le-  surfaces  du  second 
ordre 1. 19 

l.-43a.  Laouerre.  Sur  l'application  de  la  théorie  des  formes  binaires  à  la  géo- 
métrie des  courbes  tracées  sur  une  surface  dû  second  ordre.  1,3 1 

1-14  b.  Darboux.  Sur  les  propriétés  métriques  des  surfaces  du  serond 
ordre 1 1,  1  \'\ 

1.-14  b.     Humbbrt.    Sur   les  surfaces   homofocales   du    second    ordre. 

(  Voir  L'  10  e.  ) XIII, g5 

l.-18b.     Lucas  (F.).  Note  sur  les  intersections  de  trois  quadriques. ..     XIX, 118 

l.219a:x.  Laouerre.  Sur  les  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  six  point- 
donnés  de  l'espace 1,7' 


M'.  —  Courbes  planes  algébriques. 

M  1  a  -x.   Halphen.    Sur  une  proposition  d'Algèbre V,i6o 

M'ib.      Halphen.    Sur  une  question  d'élimination  ou  sur  l'intersection  de  deux 

courbes  en  un  poinl  singulier 111,7'' 

\l   1  b.       Perrih  M:.).    Sur   une  relation  remarquable  entre  quelques-unes  des 

singularités  réelles  des  courbes  algébriques  planes VI, 8^ 

M'ib.       B10CHE      (Ch.).     Sur      les      singularités     des      courbes      algébriques 

«  j  il  a  nés XX, 67) 

M  1  c.      Laouerre.  Sur  les  polaires  d'une  droite  relativement  aux  courbes  et  aux 

surfaces  algébriques III  -  ■  —  1 

M1  le.      Ocagnjb  (M.  d').  Sur  la  droite  moyenne  d'un  système  >\r  droites  quel 

conques  situées  dans  un  plan \ll .  1  >  \ 

M1 1  e.      Kobhler.  Sur  les  réseaux  de  courbes  planes I,«'-4 

M' le.      Laouerre.   Sur    certains   réseaux    singuliers   Formés   par   des   courbes 

planes \  1 . 1  19 

M  '  2  b.     Halphen.  Sur  la  conservation  du  genre  des  courbes  algébriques  dans  les 

transformations  uniformes l\  ,  ig 

M  2  f .       Halphen.  Sur  le  contact  des  courbes  planes  avec  les  coniques  et  les 

courbes  du  1  roisiéme  degré l\  ,5g 

\l  2  f .       Lindemann.  Sur  le-  courbes  d'un  système  linéaire  trois  fois  infini,  <|ui 

touchent  une  courbe  algébrique  donnée  par  un  contact  du  troisième 

ordre X,ai 

M' 2  h.     Halphen.     Sur     les     correspondances     entre     les      points     de     deux 

courbes \   7 

M  3  d.      Iloi.sr.  Sur   l'application  d'un    principe   de   la   théorie  des   fonctions  i 

des  recherches  puremenl  géométriques.  ,  \  <>ir  1.2  c.  > VIII,  5a 


-  îs  - 

3dx.  Stéphanos  (Ci.  Sur  certaines  directions  de  transversales  des  courbes 
algébriques  qui  correspondent  aux  directions  des  axes  des  m- 
niques EX,  49 

3  e.  Weill.  Sur  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  d'une  courbi 
unicursale \  .  1  '»; 

3  e.      Weill.  Sur  une  propriété  des  systèmes  de  courbes  algébriques.     XVI,  1 53 

3  i.  Fouret.  Sur  le  nombre  des  normales  communes  à  deux  courbes,  1  deux 
surfaces,  à  une  courbe  et  à  une  surface VI, 43 

4  a.  WEILL.  Sur  des  polygones  dont  les  cotés  sont  tangents  a  une  courbe  el 
dont  Ions  les  sommets  sont  sur  la  courbe X,  127 

Humbert.  Sur  les  courbes  unicursales XIII, 49  et  80, 

Laguerre.  Sur  les  courbes  unicursales  de  troisième  classe..  VI, 54 

Laguerre.    Sur  quelques  propriétés  de  l'hypocycloïde  à  trois  points  de 

rebroussement VII,  108 

Ocagnk  (  M.  d'  ).  Sur  la  construction  des  cubiques  cuspidales  (  unicursales 

de  la  troisième  classe) XIX, io3 

Jamet.     Sur    le    rapport    anharmonique    d'uni'    courbe    du    troisième 

ordre ;  XV, 35 

Laguerre.  Sur  les  courbes  du  troisième  ordre IV,iio 

Halphen.    Problèmes    concernant     lis    courbes    planes    du    troisième 

degré «,96 

Weyr  (Eh.).  Quelques  théorèmes  nouveaux  sur  la  lemniscate.  I,i8 

Saltel.  Sur  la  génération  des  cycliques  et  cyclides lit.*,-» 

Saltel.  Seconde  Note  sur  la  génération  des  cycliques 111,99 

Saltel.  Sur  les  foyers  des  cycliques III,  100 

JEFFERY  (H.).  Sur  l'identité  des  nœuds  d'une  courbe  du  qualrième  ordre 

et  des  nœuds  de  se-  contravariants  quartique  et  sextique. .  XVII,  176 
ECœhler.  Sur  la  construction  des  courbes  du  cinquième  et  du  sixième 

ordre  à  points  multiples 1,27 

Halphen.    Sur   les   courbes   planes   du   sixième    degré   à    neuf  points 

double- \,  i(i> 

Laguekre.  Sur  la  Géométrie  de  direction VIII, 196 

DAUTHE VILLE.  Sur  l'hypercycle  el  la  théorie  des  cycles  polaires.        \l\  ,  J5 
Mannneim  (A.).  Nouvelles  propriétés  de  quelques  courbes...        I\ 

Jamet.  Sur  le  genre  des  courbes   planes   triangulaires XVI, i3a 

Weill.  Sur  une  propriété  d'une  classe  de  courbes  algébriques.  XVIII,  1 54 
Fouret.   Sur  le   rayon    de   courbure   des    courbes   triangulaires  et  des 

courbes  létraédrales  symétriques XX, 60 

M' 8  g.      Schoute.    Deux    théorèmes    relatifs   aux    centres  dès   courbes   algébri 

ques X,atg 

Ms.      Surfaces  algébriques. 

MM  a.  Fouret.  Détermination,  par  le  principe  de  correspondance,  du  nombre 
des  points  d'intersection  de  trois  surfaces  algébriques  d'ordre  quel- 
conque    I,  iaa 

M2  le.  Laguerre.  Sur  les  polaires  d'une  droite  relativement  aux  courbes  el  aux 
surfaces  algébriques.  (  Voir  M1 1  c  .  ) 111 .  17  \ 

M:  2  e  Ocagne  (M.  d').  Sur  l'application  des  coordonnées  parallèles  à  la  dé- 
monstration d'un  théorème  de  Chasles  relatif  aux  surfaces  algébri- 
ques   XVIII,  108 


\l 

4  a. 

M 

5a. 

M 

5b. 

M 

5  c. 

M 

5  h 

M 

5  h. 

M 

5  h. 

M 

6ba 

M 

6d. 

M 

6d. 

M 

6d. 

M 

6  lp. 

w 

7  a. 

M 

7  b. 

M 

8b. 

M' 

8b. 

M' 

8d. 

M 

8e. 

M 

8e. 

M 

8e. 

—  16  — 

M'2h.      L. visant  (C'A.)-  Propriété  des  surfaces  algébriques XVIII,  i'm 

M  2  h.      Fourkt.  Sur  le  nombre  des  normales  communes  à  deux  courbes,  à  deux 

surfaces,  à  une  courbe  el  à  une  surface.  (Voir  M'3i.) \  I ,  'i 3 

M  2  h  ;    Bioche  (Ch.).  Sur  un  mémoire  de   Poisson XIV,  i3 

M  3a  x.    Picqtjet  (H.).   Note  sur  le  conoïde  de  Plucker XIV,68 

M  3b.      Picquet  (II.)-    Sur   un   nouveau    mode  de  génération  des  surfaces   «lu 

troisième  degré IV,  128 

M-  3  d.      Caron.    Sur  Tépure  des   vingt-sepl  droites  d'une  surface  du  troisième 

degré  dans  le  cas  où  ces  droites  sont  réelles VIII, 73 

M- 3  e.      Picquet  (II.).  Des  sections  paraboliques   et   équilatères  dans  les  sur 

faees  du  troisième  degré IV,i53 

M   3  h.      Laguerre.  Sur  la  représentation  sur  un  plan  de  la  surface  du  troisième 

ordre  qui  est  la  réciproque  de  la  surface  de  Steiner I,ai 

MJ4d.  KŒNIQ8  (G.).  Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux  coniques 
tracées  sur  une  surface  de  Steiner  est  une  autre  surface  de  Stei- 
ner         X  VI ,  1 .') 

M  4f.      Saltel.     Sur     la     génération     des    cycliques     et    cyclides. 

( Voir  M'  6 d.) III..,  » 

M24io.  Cahen.  Ombre  portée  par  un  tore  sur  lui-même. (  Voir  k  22b.  )  IV,87 

M- 4  i  8.    VICAIRE  (E.).  Sur  les  sections  circulaires  du  tore \l\  ,  J6 

M'7b8.  Genty.  Mémoire  sur  les  surfaces  gauches  rationnelles XIX, 70 

MJ7c.      Lebox  (  E.).  Sur  l'arête  de  rebroussemenl  d'uni'  développable.       VIII, 27 
MJ  9  dï.   PlCQUET(  II.).  Sur  une  surface  remarquable  du  huitième  degré.  IV,  '|f' 

M3.—  Courbes  gauches  algébriques. 

iVPla.      Halphen.     Sur    quelques    propriétés    des    courbes    gauches    algébri 
qnes II,  (i,, 

M1 1  a.      HALPHEN.  Sur  les  singularités  des  courbes  gauches  algébriques.  VI, 10 

M*lb.  Picquet  (  II.).  Sur  les  courbes  gauches  algébriques;  surface  engendrée  par 
les  sécantes  triples;  nombre  des  sécantes  quadruples I,  160 

M'2d.  FOURET.  Sur  le  nombre  des  normales  communes  à  deux  combes,  à  deux 
surfaces,  à  une  courbe  el   à  une  surface.  ( loir  M1  3  i.  ) VI,  43 

Genty.  Étude  sur  les  courbes  gauches  unicursales [X,n5 

Weill.  Sur  «les  polygones  dont  les  côtés  sohl   tangents  a  une  courbe  ci 
dont  tous  les  sommets  sont  sur  la   courbe.  (Voir  M'4  a.). .  \,i  27 

Laguerre.  Sur  la  biquadratique  sphérique  el  sur  la  détermination  du 

plan  oscillateur  en   un   point    île  celle  courbe I,  101 

Saltel.    Sur     la     génération     des     cycliques    et    cyclides. 

(  l 'oir  M  ' 6  d.  )  [n,95 

Saltel.    Seconde    noie    sur    la    génération    des    cycliques. 

(  Voir  M  •  6  d .  ) III ,99 

FOURET.    Sur    le    ra\on     de    COUrbu  re    des     courbes     triangulaires    el     des 

< bes  tétraédrales  symétriques.  (  Voir  M'8  e  ) XX, 60 

M'.        Courbes  et  surfaces  transcendantes. 

M  b  'i  no  (G.).  Construction  de  la  chai  net  te  par  points,  ei  division  d'un  arc 

de    ectie    courbe    en    n    parties    proportionnelles    à    des    segments 

donnés i\  .  1 1  \ 
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M'ba.      Brocard  (II.)-  Sur  la  détermination  d'une  courbe  par  une  propriété  de 

ses  tangentes I\  .  \ .< 

N'.  —  Complexes. 

N'1  i.  Demoulix.  Sur  le  complexe  des  droites  par  lesquelles  on  peut  mener  à 
une  quadrique  deux  plans  tangents  rectangulaires XX, 12a 

N-'.  —  Congruences. 

NJ1  a.  Halphen.  Applications  nouvelles  d'une  proposition  sur  les  congruences  de 
droites 1 ,  253 

Nsl  a.  Issaly  (l'Abbé).  Nouveaux  principes  de  la  théorie  des  congruences  de 
droites XVI,  19 

Nal  C.  Fouret.  Sur  les  congruences  de  droites  du  premier  ordre  et  de  la  pre- 
mière classe \I\,5S 

N4.  —  Systèmes  non  linéaires  de  courbes  et  de  surfaces; 
Géométrie  énumérative. 

Halphen.  Mémoire  sur  la  détermination  des  coniques  et  des  surfaces  du 

second  ordre I,i3o,  226,  et  II.  1 1 

Schubert.  Note  sur  l'évaluation  du  nombre  des  coniques  faisant  partie 

d'un  système  et  satisfaisant  à  une  condition  simple VIII, 61 

Saltel.   Sur   la  détermination  des  caractéristiques  dans  les  courbes  de 

degré  supérieur 11,5s 

Halphen.  Observation  sur  la  théorie  des  caractéristiques...         VIII, 3i 
Schubert.  Réponse  aux  observations  de  M.  Halphen  sur  la  théorie  des 

caractéristiques VIII, 60 

N41  f.  Fouret.  Mémoire  sur  les  systèmes  généraux  de  courbes  planes, 
algébriques     ou      transcendantes,     définies      par      deux      caractéris. 

tiques II,  72 

N41  f.        Fouret.   Sur  les  courbes    planes    transcendantes,  susceptibles    de    faire 

partie  d'un  système  (  a,  v) 11,96 

N4lf.  Fouret.  Sur  la  détermination,  par  le  principe  de  correspondance,  du 
nombre  des  points  de  contact  ou  d'intersection  sous  un  angle 
donné  des  courbes  d'un  système  avec  une  courbe  algébrique.  V,  ig 
N'if.  Fouret.  Détermination,  par  le  principe  de  correspondance,  du  nombre 
des  points  d'un  plan  en  lesquels  se  touchent  trois  courbes  appar- 
tenant respectivement  à  trois  systèmes  donnés V,  î.io 

N4lf.  Fouret.  Sur  les  faisceaux  ponctuels  plans  de  caractéristique  v,  ayant 
un  point  principal  multiple  d'ordre  v VII  ,177 

0.  —  Géométrie  infinitésimale  et  Géométrie  cinématique;  applications  géomé- 
triques du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  à  la  théorie  des 
courbes  et  des  surfaces;  quadrature  et  rectification:  courbure;  lignes 
asymptotiques,  géodésiques,  lignes  de  courbure;  flires;  volumes;  sur- 
faces minima;  systèmes  orthogonaux. 

02cS.     Ocaqne    (M.  n").  Sur   les  isométriques  d'une  droite  par  rapport  à  un 

système  dé  droites  concourantes XVII, 171 
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0  2cô.     Ocagnf.  (M.  ni.  Sur  les  isométriques  d'une  droite  par  rapport  à  certains 

-\  sternes  de  courbes  planes.  (  Voir  II  2  co.) XIII, 71 

0  2  e.        OCAONE  (M.  D').  Sur  la  liaison  entre  les  expressions  du  rayon  de  courbure 

en  coordonnées  ponctuelles  el  en  coordonnées  tangenlielles.        XIX, 26 

0  2  e.       Ocagne(M.  d').  Sur  une  détermination  particulière  du  centre  de  courbure 

des  lignes    planes.  Application  aux  courbes  algébriques  d'ordre  quel- 

conque XIX,  3i 

O  2  g.        OcAGNE  (  M.  D').  Sur  la  détermination  géométrique  du  centre  de  courbure 

de  la  développée  d'une  courbe  plane \\  .  }g 

O  2  q.       Lagoerrk.  Sur   le    lieu  des  points  tels  que  les   tangentes    menées   de 
ces  points  à  deux  courbes  planes  soient  égales  entre  elles..  V.2Ô 
O  2  q.       Ocagne    (M.   d').   Sur   le    centre    de    courbure    des    courbes   de    pour- 
suite           XI,  134 

O  2  q.        Laisant  (C.-A.).  Note  sur  un  système  de  deux  courbes  planes.       XVI,  172 

O  2  q.       Laquière.  Sur  un  problème  de  Géométrie  cinématique XVII, 167 

O  2  q.       GODEFROT  (R.).  Relation  entre  les  rayons  de  courbure  des  développées 

des  courbes  réciproques XIX,  109 

02q3.     Hvbicu    (E.).   Sur   les   rayons   de  courbure  de   deux  courbes  qui  ren- 
contrent les   tangentes  d'une   troisième  courbe    sous  des    angles  liés 

par  une  relation  donnée XIII, 201 

O  2  qj.     Raton  de  laGoupillière.  Note  sur  la  théorie  des  dé^  eloppoïdes.  V,  126 

0  3  a.       Laguerre.  Sur  les  courbes  gauches  et  sur  la  valeur  de  la  torsion  en  un 

point  donné  d'une  ligne  géodésique  tracée  sur  une  surface  du  second 

ordre.   {Voir  L=12c.) IV, 160 

0  3  b.       Haag.  Note  sur  les  relations  entre  les  éléments  caractéristiques  d'une 
courbe  gauche  et  les  accélérations  du  point  qui  la  décrit.         Vil,  i/jo 
Saltkl.  Sur  le  plan  osculateur  et  sur  la  sphère  osculatrice.  Il.o'i 

Laurent  (II.).  Sur  la  théorie  des  roulettes  gauches H» 84 

ItK.Mon.iN.    Quelques    remarques    relatives    à    la    théorie    des    courbes 

gauches XX,  43 

Demoulin.    Quelques    remarques    relatives    à    la    théorie    des    courbes 

gauches.    (  Voir  O  3  d.  ) \ \ .  ,3 

l-'t  vi.-S aintf.-Marie.  Sur  quelques  propriétés  des  courbes  gauches  fer- 
mées   1,82 

A0U8T  (  i."  Vtïiîi:  ).  Intégrale  des  courbes  dont   les  développantes  par  le  plan 

et  les  développées  par  le  plan  sont  égales  entre  elles VII,  1  V' 

Mannheim  (A.).   Construire  la  sphère  osculatrice  eu  un  point  à  la  courbe 

d'intersection  de  deux  surfaces  données Il ,i4o 

Saltel.  Sur  le  plan  oscillateur  el  sur  la  sphère  osculatrice. 

(  Voir  0  3b.) H)64 

Bioche  (Cit.).  Sur  les  courbes  de  M.  Bertrand XVII, 109 

\\i<i\i\i:i  (  \.i.  Sur  une  propriété  caractéristique  des  lignes  géodésiques 

d'un  cône XVTI, 118 

KOBB  i  G.).   Sur  lc>  surfaecs  développa  blés XIX,  1 

Marchand  (J.).  Méthode  pour  mener  les  plans  tangents  aui  surfaces 
s ihes Mil  ,;'i 

Mannheim  I  i..).  sur  le  paraboloïde  des  normales  d'une  surface 
réglée \  .'9° 

Mannheim  (A.).   Démonstration  gé itrique  d'un  théorème  relatif  feux 

-m  i.i ce-  réglées »I,7 
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0  4f.  Bioghe  (Cii.)-  Sur  1rs  lignes  de  courbure  de  certaines  surfaces  gau- 
ches   \\    I.   ITC, 

O  4  f .        Bioche  (  Ch.).  Sur  le  ds-  des  surfaces  réglées \ VIII, 91 

0  4f.  Bioche  (Ch.)-  Sur  les  surfaces  gauches  dont  les  lignes  de  courbure  pos- 
sèdent une  propriété  donnée \l\  .  5  > 

O  4  h.       Bioche  (Ch.).  Sur  une  classe  de  surfaces  gauches XIX,  120 

O  4  h.       Bioche  (Ch.).  Sur  les  surfaces  réglées  qui  liassent  par  une  courbe  et  cou- 
pent sous  un  angle  constant  la  développable  des  tangentes.      XIX,  124 
0  4  h-;.     Halphen.  Sur  les  lignes  asymptolique-  des  surfaces  gauches  douées  de 

deux  directrices  recti lignes \  .  1  ;;', 

0  5  e.  Raffy.  Sur  une  transformation  des  formules  de  Codazzi  et  sur  les 
caractères  spécifiques  des  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  à  cour- 
bure moyenne  constante \\,  \- 

O  5  f .        Brisse  (Cii.).  Sur  une  formule  de  la  théorie  des  surfaces...  IV,  96 

0  5  f .         Demartres.  Sur  un  point  de  la  théorie  des  surfaces XV,  129 

O  5  f .         Haag.  Théorème  sur  les  surfaces V,  1 66 

0  5ja.  Biochf.  (Ch.).  Remarques  sur  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces 
réglées  dont  les  génératrices  appartiennent  à  une  congruenec  li- 
néaire         XIX,  39 

O  5  h.      Bioche  (Ch.).  Remarque  sur  les  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un 

ombilic XVIII,  g5 

O  5  i.        Caronnet.  Sur  des  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  s'obtiennent  par 

quadrature XX,  91 

0  51.         Laouerre.  Sur  un  genre  particulier  de  surfaces  dont  on   peut   intégrer 

les  lignes  géodésiques 1,281 

O  5  n.       Caronnet.  Note  sur  les  trajectoires  isogonales  d'une  famille  quelconque 

de  courbes  tracées  sur  une  surface XX,  1  ib 

0  5  p.       Demartres.  Sur  la  courbure  totale  des  surfaces XV, 34 

0  5  p.       Demartres.    Sur    un     point    de    la     théorie     des    surfaces. 

(  Voir  O  5  f .) XV,  129 

0  6  b.       Raffy.  Détermination  de   toutes  les  surfaces  moulures  applicables  sur 

des  surfaces  de  révolution XIX, 34 
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principaux  sont  liés  par  une  relation IV>94 

O  6  f .         Mannheim.    Sur   les  surfaces  dont  les  rayons    de    courbure   principaux 
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donnée XI,  iSo1 
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<>8a.  Ciiasles.  Mémoire  de  Géométrie  sur  la  construction  des  normales  à  plu- 
sieurs courbes  mécaniques VI, 208 
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blement liés  à  un  segment  constant  el  sur  une  surface  circulaire  du 
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O  8  d.  HALPHEN.  Sur  certains  cas  singuliers  du  déplacement  d'un  corps  so- 
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R  4  b.       \ri>i:i.i..  Sur  la  chaînette  sphérique.  (  Voir  l'8  h.  ) XIII, 65 
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AiTKi.i..  Remarque  sor  les  courbes  brachistochrones \I\.  ,- 

DaRBOUX.  Étude  d'une  question  relative  au  mouvement  d'un  point  sur 
une  surface  de  révolution V,  ioo 

Kœnii  -  G.  .  Sur  l'oscillation  de  la  vitesse  angulaire  dans  le  mouve- 
ment d'un  corps  solide  libre XVIII,  i3i 

Saint-Germain  (de).  Sur  la  dur''-  des  oscillations  du  pendule  com- 
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Fouret.  Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Kœnig,  concernant  la 
force  vive  d'un  système  matériel XIV.  i\i 

Mathieu  (Eh.).  Mémoire  sur  la  théorie  des  dérivées  principales  et  son 
application  à  la  Mécanique  analytique.   I  PbirCla.) 1 .  1^7 

Appell.  Sur  une  transformation  de  mouvement  et  les  invariants  d'un 
système  en  Mécanique XX,  21 

LÉ  au  TÉ  (II.).  Remarques  sur  le  frottement  d'une  corde  sur  un  cylindre 
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S.  —  Mécanique  des  fluides;  hydrostatique;  hydrodynamique; 
thermodynamique. 

S  lb-         Saint-Germain  (de).  Sur  la  courbure  des  surfaces  de  carène. 

(  Voir  O 6r.) 111,3-3 

S  6b.         Allégret.  Sur  la  courbe  balistique I,  i5o 


T.  —  Physique  mathématique;  élasticité;  résistance  des  matériaux; 
capillarité;  lumière;  chaleur;  électricité. 

T2a.  Ocagne  (M.  d').  Etude  géométrique  de  la  distribution  des  efforts 
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de  terre XII ,  27 

T2b.  JtJNG  (G.).  Sur  la  construction  de  la  troisième  courbe  représentative  des 
poussées  maxima  et  minima,  dans  le  Mémoire  de  M.  Peaucellier 
«  Sur  la  stabilité-  des  voûtes  0 IV,  i63 

T2c.  Bourget  (L).  Théorie  mathématique  des  expériences  de  Finaud  rela- 
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T  4  c  Carvallo.  Note  sur  les  expressions  obtenues  par  Duhamel  et  par  Lamé 
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VI.           Pctxcaré    (IL).    Sur    les    hypothèses    fondamentales    de    la  Géomé 

trie XV, 
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V  2.  Rodet  1  L.  1.  Sur  un  manuel  du  calculateur  découvert  dan-  un  papyrus 
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Y  3  Hugo    (O    L.).    Sur    un   dodécaèdre    antique   conservé    au    musée  du 

Lou  vrc I .  B  ; 

\  4  a.       Rodet  (L.).  Sur  une  méthode  d'approximation  des  racines  carrées,  con- 
nue dans  l'Inde  antérieurement  à  la  conquête  d'Alexandre.         VII, 98 

Y  4  b.       Rodet    (I>-)-    Le    souan-pan    des    Chinois   et    la    banque    des    argen- 

tiers       VIII,  1  58 

\  4  c.  Rodet  (L.)- Sur  les  méthodes  d'approximation  chez  les  anciens.  Y II,  109 
\  6.  Rodet  i  L.).  Sur  1rs  méthodes  d'approximation  chez  les  anciens. 

(  loir  Me.) VII,  109 

Y  6.  Rodet  (  !..  1.  Sur  un  procédé  ancien  pour  la  solution  en  nombres  entiers 

de  l'équation  indéterminée  <rr      by      c VII,  171 

\  7.  Tannery  (1'-).  Sur  un  problème  de  Fermât XIV, \\ 

Y  8.  LiGuixi ■".  Note  historique  sur  le  problème  des  engrenages...  I,a5i 

Y  8.  Fouret.  Remarque  historique  concernant  une  propriété  mécanique  delà 

lemniscate XX, 38 

Y  9.  Fouret.  Remarque  historique  concernant  une  propriété  mécanique  de  la 

lemniscate .  (  Voir  V  8 .  ) XX ,  3s 


X.  —  Procédés  de  calcul;  tables;  nomographie:  calcul  graphique; 
planimètres:  instruments  divers. 

X4b8.     Fodret.    Résolution   graphique  d'un    système   d'équations   du    premier 

degré III.  9.) 
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d'inertie  des  aires  planes XII, 21 

X  4  c.  Colugnon  (Ed.).  Une  méthode  graphique  de  quadrature...  XY.i'i» 
X4c         Béghin.  Méthode  d'approximation  pour  calculer  le  moment  d'inertie  et 

la  position  du  centre  de  gravité  d'une  aire  plane XVIII, i52 

X  4  c       Guimaraes.  Sur  une  équerre  cycloïdale  propre  à  effectuer  la  rectification 

des  arcs  de  cercle XIX, 98 
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André  (Désiré).  —  Théorème  nouveau  sur  les  factoriellcs,  1,84-  —  Sur  un  pro- 
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sances de  certaines  fonctions,  VI, 120.  —  Sur  le  développement  de  la  fonction 
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mination  du  nombre  des  arrangements  complets  où  dc6  éléments  consécutifs 
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terme  général   dans  certains  développements,  XV,  192. 
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\\ll.  109.  —  Sur  le  ds-  des  surfaces  réglées,  XVIII, 91.  —  Remarque  sur  les 
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XIX,  n'|-  —  Sur  les  singularités  des  courbes  algébriques  planes,  XX,  67. 
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Callandreau  (<>.).  —  Sur  le  développement  des  fonctions  en  séries  par  la  for- 
mule de  Maclaurin  dans  le  cas  d'une  variable  réelle,  XV,  23. 
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Carvallo  ( ']•'..).  —   Exposition   d'une  méthode   de    M.   Casparj    pour   l'étude  de 
courbes  gauches,  \\ .  i58,       Vote  sur  les  expressions  obtenues  par  Duhamel  et 
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face de  révolution,  V,  100.  —  Note  relative  à  deux  théorèmes  de  Lagrange  sur 
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Delannoy.  —  Sur  la  durée  du  jeu,  XVI,  124. 
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Sur  le  mouvement  d'une  droite,  I,  n'|.  —  Mémoire  sur  la  détermination  des 
coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre,  I,  i3o  et  226';  II,  11.  —  Sur  un  pro- 
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convergence  de  certaines  séries  multiples,  IX,  n3. 

Jung  (G.).  —  Construction  de  la  cbainelte  par  points,  el  division  d'un  arc  de 
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d<-  force  centrale  fonction  de  la  distance  pour  laquelle  toutes  les  trajectoires 
sont  algébriques,  WII.  i53.  Sur  l'oscillation  de  la  vitesse  angulaire  dans  le 
mouvement  d'un  corps  solide  libre,  WIII,  i3i. 

Lagerborg  I  M  Nannj  |.  —  Sur  le  problème  du  mouvement  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  fixe,  XVIII,  118. 

Laguerre.  —  Sur  la  représentation  Bur  un  plan  de  la  surface  du  troisième  ordre 
qui  est  la  réciproque  de  la  surface  de  Steiner,  I,  11,       Sur  l'application  de   la 
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théorie  «les  formes  binaires  à  la  géométrie  des  courbes  tracées  sur  une  surface 
du  second  ordre,  I,  3i.  —  Sm-  les  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  -i\ 
points  donnés  de  l'espace,  I,  71. —  Sur  quelques  i  néorèmes  d'Arithmétique,  1, 77. 

—  Sur  la  biquadralique  sphérique  cl  sur  la  détermination  du  plan  oscula- 
leur  en  un  point  de  cetle  courbe,  I,  101.  —  Mémoire  sur  la  géométrie  de  la 
sphère,  I.  '"|i.  —  Sur  un  genre  particulier  de  surfaces  dont  on  peut  intégrer  les 
lignes  géodésiques,  1,281.  —  Sur  différentes  formes  que  l'on  peut  donner  à  l'in- 
tégrale de  l'équation  d'Euler,  III,  ioi.  —  Sur  les  polaires  d'une  droite  relative- 
ment aux  courbes  et  aux  surfaces  algébriques,  III,  174.  —  Sur  les  courbes  du 
troisième  ordre,  IV,  110.  —  Sur  les  courbes  gauches  et  sur  la  valeur  de  la  tor- 
sion en  un  point  d'une  ligne  géodésique  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre, 

IV,  ilio.  —  Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre,  V,  i].  — 
Sur  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées  de  ces  points  à  deux 
courbes  planes  soient  égales  entre  elles,  V,  25.  —  Sur  un   problème  d'Algèbre, 

V,  26.  —  Recherches  sur  les  normales  que  l'on  peut,  d'un  point  donné,  mener 
à  une  conique,  V,  3o.  —  Sur  la  partition  des  nombres,  V.  76.  —  Sur  l'approxi- 
mation des  fonctions  d'une  variable  au  moyen  de  fractions  rationnelles,  V,  78. 

—  Sur  quelques  théorèmes  de  Joachimsthal,  V,  92.  —  Sur  le  développement  en 
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Iraction  continue  de  e  J',  Y, 93- —  Sur  les  courbes   unicursales   de  troi- 

sième classe,  VI,  5^.  —  Sur  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques,  VI,  68. 

—  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques,  VI,  72.  —  Sur  l'intégration 

cl'2 y        °   ( cly\2 
de  l'équation  y  —^—  —  ^   I  ~~  l   =  G/(x)t,  f  étant  un  polynôme  du  second  de- 
gré, VI,  12.3.  —  Sur  la  recherche  du  facteur  d'intégrabilité  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre,  VI,  124.  —  Sur  certains  réseaux  singuliers  formés 

par  des  courbes  planes,  VI,  129.   —   Sur  l'intégrale  /     z"e     2     "    dz,  VII,  12. 

—  Sur   quelques    propriétés   des  coniques   homofocales,   VII,   66.  —  Sur  l'in- 

fx  e~x  clx 
tégrale  /      — —  >  VII,  72.   —  Sur  quelques  propriétés  de  l'hypocycloïde  à 
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trois  points  de  rebroussement,  VII,  108.  —  Sur  la  fonction  exponentielle,  VIII, 
ii.  —  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d'une  fonction  qui  satisfait  à  une 
équation  linéaire  du  premier  ordre  à  coefficients  rationnels,  VIII,  21.  —  Re- 
marques sur  les  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre,  VIII,  35.  — 

Sur  la  fonction  ( )    ,  VIII,  36. —  Sur  la  "éométrie  de  direction,  VIII,  196. 
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Laisant  (C.-A.). —  Note  sur  la  Géométrie  des  quinconces,  VI,  i5<>.  —  Note  tou- 
chant deux  théorèmes  de  Lagrani;c  sur  le  centre  de  gravité,  VI,  ig3.  —  Remar- 
ques sur  les  fonctions  \x  et  ( — I)r,  VIII,  109.  —  Sur  certaines  propriétés  dé- 
centres de  gravité,  X,  4o.  —  Remarques  sur  la  théorie  des  régions  et  des  as- 
pects, X,  52. —  Des  rayons  de  courbure  dans  les  transformations  isogonales, 
\\  .  M).  —  Démonstration  nouvelle  du  théorème  fondamental  de  la  théorie  des 
équations,  XV,  \.\.  —  Sur  les  transformations  planes  non  isogonales,  XV,   io3. 

—  Théorèmes  de  Trigonométrie,  XV,  198. —  Remarques  arithmétiques  sur  les 
nombres  composés,  XVI,  i5o.  —  Note  sur  un  système  de  deux  courbes  planes, 
XVI,  172.  —  Sur  la  numération  factorielle,  application  aux  permutations, 
XVI,  176.  —  Sur  un  déterminant  remarquable,  XVII,  10  | .  —  Note  sur  les  varia- 
tions du  rapport  an  harmonie]  ne  de  (pi  a  Ire  point-  dont    I  roi-,  sont  li\es.  XVII,  169. 


—  Sur  la  représentation  analytique  des  Ggures  planes,  cl  leur  segmentation, 
XVIII,  ra3.  Expression  du  produil  des  coefficients  du  binôme,  XVIII,  i4o.  — 
Propriété  des  surfaces  algébriques,  XVIII,  i'|i.  —  Propriété  géométrique  des 
coefficients  du  binôme,  \1\,  4*  —  Détermination  directe  de  l'intégrale 
f(cos/nar)P(  cosm'ar)?'  . . .  (  sinna;)1  {sinn'x)i  ...  <l.r.  XIX,  8.  —Tétraèdre arith- 
métique, \l\.  18.  —  Sur  l'extension  de  la  géométrie  cartésienne  aux  Qgures 
imaginaires,  \I\.  29.  —  Remarque  sur  l'interpolation,  \I\,  \!\.  —  Quelques 
formules  relatives  aux  fonctions  hyperboliques,  \1\,  02.  —  Sur  deux  probl unies 
de  permutations,  \1\.  io5.  —  Note  sur  l'interpolation  successive,  \l\.  121. — 
Quelques  remarques  relatives  aux  fonctions  réciproques,  \I\,  i|2.  —  Transfor- 
mation d'un  polynôme  entier,  \\,  6.  —  Note  relative  au  symbole  /',  el  en  gé- 
néral à  l'opération  p'h  XX,  12.  —  Sur  un  problème  de  Géométrie,  XX,  65.  — 
Remarques  sur  les  fonctions  homogènes,  XX,  117. 

Laquière  [E.).  —  Note  sur  la  Géométrie  des  quinconces,  VII,  85. —  Reclilica- 
ti l'une  formule  de  probabilité,  VIII,  -\.  —  Note  sur  un  problème  de  proba- 
bilité, VIII,  79.  —  Solutions  régulières  du  problème  d'Euler  sur  la  marche  du 
cavalier,  V1I1,  82  et  i3>.  —  Note  sur  le  nombre  des  marches  rentrantes  que  l'on 
peutobtenir  en  remplissant  successivement  les  deux  demi-échiquiers  rectangu- 
laires ayant  pour  frontière  commune  l'une  des  médianes  de  l'échiquier  total, 
[X,  11.  —  Démonstrations  élémentaires  des  lois  fondamentales  delà  probabilité 
fies  ée.irts  dans  les  méthodes  expérimentales,  IV  69.  —  Sur  le  théorème  de 
M.  Laisant  relatif  à  certaines  propriétés  îles  centres  de  gravité,  X,  i3i.  — Sur 
un  problème  de  Géométrie  cinématique,  XVII,  167. 

Laurent  (H.).  —  Sur  la  théorie  des  roulettes  gauches,  II,  84 

Léauté  (H.).  —  Note  sur  le  tracé  des  engrenages  par  arcs  de  cercle;  perfection- 
nement de  la  méthode  de  A\illis,  IV,  99.  —  Note  sur  un  théorème  relatil  au 
déplacement  d'une  figure  plane  dans  son  plan,  VI,  170.  —  Note  sur  le  calcul 
approché  par  la  méthode  de  Poncelet  des  radicaux  de  la  forme  \  x1 — y2, 
\  III,  106.  —  Remarques  sur  le  frottement  d'une  corde  sur  un  cylindre  lorsque 
tous  deux  tournent  à  une  grande  vitesse,  IX.  46. 

Lebcm  (H.).  —  Sur  l'arête  de  rebroussement  d'une  développable,  VIII,  27.  — 
Sur  la  construction  de  la  tangente  en  un  point  d'origine  de  l'ombre  portée  sur 
lui-même  par  un  cylindre  ou  un  cône  creux  du  second  ordre,  XII,  177. 

Lemoine  (Emile).  —  Sur  une  question  de  probabilités,  I,  39.  Quelques  ques- 
tions de  probabilités  résolues  géométriquement,  XI,  i3,  Quelques  propriétés 
des  parallèles  el  des  antiparallèles  aux  côtés  d'un  triangle,  \I1.  -■•.  Sur  les 
nombres  pseudo-symétriques,  \II,  i55.  —  Quelques  questions  se  rapportant  à 
l'étude  des  antiparallèles  des  côtés  d'un  triangle,  XIV,  107.  —  Des  systèmes 
de  coordonnées  qui  déterminent  le  plus  simplement  un  poinl  par  une  con- 
struction, XVI,  ■  * ■  •  -  Sur  une  transformation  relative  à  la  géométrie  du 
triangle^  \l\.  1 33.  Sur  la  transformation  continue,  \i\,  [36.  applica- 
tion de  la  géométrographie  à  l'examen  de  diverses  solutions  d'un  même  pro- 
bb  me,  \\,  i32. 

Lemonnier  (Il  j.       Mén <    sur   la   transformation  des   formes  quadratiques, 

III.  j8.  Sur  des  fonctions  analogues  â  celle  de  Sturm,  VI,  i4g.  —  Sur  la 
résolution  de  trois  équations  du   second  degré  en  ./-.>.  c.  \ll,  i<>.  —  Calcul 
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d'un  déterminant,  VII,  17").  —  Intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

du  premier  ordre  à  n  variables  indépendantes,  \,  2 2 3. 

Le  Paige.  —  Note  sur  les  déterminants  bordés,  VIII,  128.  —  Sur  la  règle  de 
multiplication  des  déterminants,  IX,  67. 

Lerch.  Démonstration  nouvelle  de  la  propriété  fondamentale  de  l'intégrale 
eulérienne  de  première  espèce,  XV,  17'ï. 

Lévy  (Lucien).  —  Mémoire  sur  les  surfaces  développables  formées  par  la  ré- 
fraction d'un  faisceau  de  rayons  lumineux  parallèles  sur  une  courbe  donnée, 
XI,  186.  —  Sur  certaines  surfaces  formant  des  systèmes  triplement  orthogo- 
naux, XX,  »5. 

Liguine.  —  Sur  le  lieu  des  points  d'un  système  invariable  mobile  d'une  manière 
générale  dans  l'espace,  dont  les  accélérations  du  premier  ordre  sont  constantes, 
I,    i">2.  —  Note  historique  sur  le  problème  des  engrenages,  I,  25i. 

Lindemann.  —  Sur  une  représentation  géométrique  des  covariants  des  formes 
binaires,  V,  n3;  VI,  n>">.  —  Sur  les  courbes  d'un  système  linéaire  trois  fois 
infini,  qui  touchent  une  courbe  algébrique  donnée  par  un  contact  du  troisième 
ordre,  X,  21. 

Lucas  (Ed.).  —  Formules  fondamentales  de  géométrie  tricirculaire  et  tétra- 
sphérique,  V,  i36.  —  Sur  les  développements  en  séries  des  irrationnelles  du 
second  degré  et  de  leurs  logarithmes  népériens,  V,  178.  —  Théorème  sur  la 
géométrie  des  quinconces,  VI,  9.  —  Sur  les  congruenees  des  nombres  eulériens 
et  des  coefficients  différentiels  des  fonctions  trigonométriques,  suivant  un 
module  premier,  VI,  49-  —  Sur  les  développements  en  séries,  VI,  67.  —  Sur  les 
suites  de  Farey,  VI,  118.  —  Sur  les  nouvelles  formules  de  MM.  Seidel  et  Stern, 
concernant  les  nombres  de  Bernoulli,  VIII,  169.  —  Théorèmes  généraux  sur 
l'impossibilité  des  équations  cubiques  indéterminées,  VIII,  173.  —  Sur  l'exten- 
sion du  théorème  de  Descartes,  VIII,  187.  —  Démonstration  du  théorème  de 
Clausen  et  de  Staudt  sur  les  nombres  de  Bernoulli,  XI,  69. 

Lucas  (Félix).  —  Statique  des  polynè-mcs,  XVII,  17.  —  Nature  des  racines  de 
l'équation  du  quatrième  degré,  XVIII,  it\5.  —  Sur  les  fonctions  d'une  variable 
imaginaire,  XIX,  93  et  99.  —  Note  sur  les  intersections  de  trois  quadriques, 
\l\,  nS.  —  Sur  les  équations  abstraites  du  fonctionnement  des  machines, 
\IX,  i.r>2.  —  Note  relative  aux  points  centraux,  XX,  10.  —  Sur  l'ellipse  cen- 
trale d'inertie  d'un  système  plan  de  points  matériels  de  même  masse,  XX,  17. 
—  Sur  les  polygones   inscrits  dans  les  coniques,  XX,  33. 

Mangeot.  —  Recherche  des  surfaces  admettant  la  symétrie  des  courbes  et  des 
surfaces  polyédrales,  XX,  84. 

Mannheim  (A.).  —  Sur  les  trajectoires  des  points  d'une  droite  mobile  dans 
l'espace,  I,  io(>.  —  Construire  la  sphère  osculatrice  en  un  point  à  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  données,  II,  i4o.  —  Nouvelles  propriétés  de 
quelques  courbes,  IV,  i58.  —  Sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure 
principaux  sont  fonctions  l'un  de  l'autre,  V,  1 63.  —  Sur  le  paraboloïde  des 
normales  d'une  surface  réglée,  V,  190.  —  Nouvelle  démonstration  d'un  théo- 
rème relatif  au  déplacement  infiniment  petit  d'un  dièdre  et  nouvelle  applica- 
tion   de    ce    théorème,    VI,   5.    —    Démonstration    géométrique    d'un    théorème 
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relatif  aux  surfaces  réglées,  NI.  7.  Rayon  < le  courbure  d'une  conique, 
\\  III.  ..">.".. 

Marchand  (.1.)—  Méthode  pour  mener  lis  plans  tangents  aux  surfaces  gauches, 
Mil.  34. 

Mathieu  (Era.).  — Mémoire  sur  la  théorie  des  dérivées  principales  et  son  appli- 
cation  à  la  .Mécanique  analytique.  I.   i.V. 

Neu.  —  Nouvelle  construction  de  la  courbe  d'ombre  propre  d'une  surface  de 
révolution  et  delà  tangente  en  un  point  quelconque  de  cette  courbe,  XIV,  io3; 
XV,  33.  —  Système  articulé  pour  tracer  la  courbe  symétrique  par  rapport  à  un 
axe  d'une  courbe  donnée,  XV,  44- 

Ocagne   (Maurice  d).  —  Sur  le  centre  de  courbure  des  courbes  de  poursuite, 

XI,  1^4.  —  Sur  l'évaluation  graphique  des  moments  et  des  moments  d'inertie 
des  aires  planes,  XII,  21.  —  Étude  géométrique  de  la  distribution  des  efforts 
autour  d'un  point  dans   une  poutre  rectangulaire  et  dans  un  massif  de  terre, 

XII,  27.  —  Sur  une  série  à  loi  alternée,  XII,  78.  —  Sur  la  droite  moyenne 
d'un  système  de  droites  quelconques  situées  dans  un  plan,  XII,  114.  —  Sur  cer- 
taines figures  minima,  XII,  168.  —  Sur  les  isométriques  d'une  droite  par  rapport 
à  certains  systèmes  de  courbes  planes,  XIII,  71.  —  Sur  les  courbes  polaires 
réciproques  homologiques,  XIII,  204.  —  Sur  une  suite  récurrente,  XIV,  20.  — 
Sur  certaines  suites  de  fractions  irréductibles,  XIV,  g3.  —  Sur  une  source 
d'identités,  XV,  i33.  —  Intégration  d'une  suite  récurrente  qui  se  présente  dans 
une  question  de  probabilité,  XV,  i')3.  —  Sur  une  notation  utile  en  Algèbre  et 
en  Vnalvsc,  XV,  iô6.  —  Sur  les  systèmes  de  péninvariants  principaux  d'une 
forme  binaire,  XVI,  i83.  —  Sur  les  nombres  de  Bernoulli,  XVII,  107.  — 
Sur  les  isométriques  d'une  droite  par  rapport  à  un  système  de  droites  con- 
courantes, XVII,  171.  —  Remarques  sur  les  transformations  isogonales, 
XVIII,  107.  —  Sur  l'application  des  coordonnées  parallèles  à  la  démonstra- 
tion d'un    théorème   de    Chasles  relatif  aux  surfaces  algébriques,  XVIII,  108. 

Sur  la   liaison  entre  les  expressions  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées 

ponctuelles  et  en  coordonnées  tangcntielles,  XIX,  2G.  —  Sur  une  détermination 
particulière  du  centre  de  courbure  des  lignes  planes.  Application  aux  courbes 
algébriques  d'ordre  quelconque,  XIX,  3i.  —  Sur  les  substitutions  linéaires  d'une 
seule  variable  à  coefficients  périodiques,  XIX,  37.  —  Sur  la  construction  des 
cubiques  cuspidales  (unicursales  de  la  troisième  classe),  \I\,  io3.  —  Sur  la 
détermination  géométrique  du  centre  de  courbure  de  la  développée  d'une 
courbe  plane  \\,   19.  —  Sur  les  suites  récurrentes,  XX,  121. 

Papelier.  —  application  du  Calcul  des  quaternions  à  l'étude  des  surfaces  du 
second  ordre,  XVII,  182. 

Pellet  (  \.-K.).  -  Surir-  résidus  cubiques  et  biquadratiques  suivant  un  module 
premier,  \.  i>,  Sur  l'équation  du  quatrième  degré  et  les  fonctions  cllipti- 
ques,  \l\.  90.  Mémoire  sur  la  théorie  algébrique  des  équations,  XV,  61.— 
Division  approximative  d'un  an-  de  cercle  dans  un  rapport  donné  à  l'aide  de  la 
régie  e(  'lu  compas,  XVI,  ti3.  —  Sur  les  fonction--  réduites  suivant  un  module 
premier,  Wll.  1 56.  Sur  la  rectification  approximative  d'un  arc  de  courbe, 
\l\.    ,        "mu  la  réducti les  fonctions  entières  algébriques,  XIX,  48. 

Perott.       Sur  un  théorème  de  Gauss,  V  87.       Sur  la    recherche  des  ,li \ iscu  1  - 
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des  fonctions  entières,  X,  200.  —  Sur  le  problème  îles  fous,  XI,  175.  —  Sur  une 
proposition  empirique  énoncée  au  Bulletin,  XVII,  i55. 

Perrin  (R.).  —  Note  sur  la  division  mécanique  de  l'angle,  IV,  83.  —  Note  sur 
une  formule  de  sommation  applicable  à  une  classe  de  séries.  Y,  l\-r  —  Sur  une 
relation  remarquable  entre  quelques-unes  des  singularités  d'elles  des  courbes 
algébriques  planes,  VI,  84.  —  Sur  le  problème  des  aspects,  \,  io3.  —  Sur  une 
nouvelle  méthode  de  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré  et  son  appli- 
cation à  quelques  équations  de  degrés  supérieurs,  X,  139.  —  Sur  les  cas  de  ré- 
solubilité par  radicaux  de  l'équation  du  cinquième  degré,  XI,  61.  —  Xote  sur 
les  résidus  des  invariants  et  covariants  des  formes  binaires,  XI,  88.  —  Sur 
l'équation  indéterminée  x'-+-  y1  =  z-,  XIII,  194.  —  Sur  le  système  de  quatre 
formes  binaires  simultanées  (deux  linéaires  et  deux  quadratiques),  XV.  4  >.  — 
Sur  l'identité  des  péninvariants  des  formes  binaires  avec  certaines  fonctions 
des  dérivées  unilatérales  de  ces  formes,  XVI,  82.  —  Essai  de  théorie  complète  du 
système  de  deux  formes  ternaires  quadratiques,  XVIII,  1. 
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